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SUR UNE FAMILLE DE FONCTIONS ANALYTIQUES 
EXTREMALES 


Par Е. Lesa (Krakow) 


1. Notations. Soit D un domaine plan borne, F la fron- 
tiere de D et A(z) une fonction définie et continue sur F, 
admettant des valeurs réelles positives. Supposons que F soit 
somme de »+1, »>0, continus disjoints C,,€,,..., C, jouissant 
des propriétés suivantes: 

1° Chaque C, (k—0,1,...,v) est la frontière commune de 
deux domaines disjoints simplement connexes D, et Да, où 
D, est borné et A, contient le point z=oo. 

2° Chaque domaine fermé D,+ C4 (k—1,2,...,v) est contenu 
dans D, et dans chaque 4, pour $>0 et +k. 

3" Le domaine D est égal au produit 


D-D,A Л» sen Ay: 
Lorsque »=0, posons D=D,. 
П suit de ces hypothèses que F=C,+ С, + -+ С», l’ordre 
de connexion de D est v--1, et C, est la frontiere extérieure 


de D. Dans chacun des domaines D, (k=1,2,...,v) choisissons 
un point.fixe ар, et posons 


р(2) = (2— ay) (2 — gedoe (2— a)”, 
OÙ 0,,05,...,0, 5001 des nombres réels rationnels positifs satis- 
faisant à la condition 
Gl Gee en me One 
Pour v=0, posons par definition p(z)=1. 
Soit n un nombre naturel fixe quelconque, 4 un parametre 


réel, et {m un systeme de n +1 points différents quelconques 
CosSipessgen situés sur P 


(1) EM = {&,бл,...›©п}. 
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Faisons correspondre à ce systeme les n+1 polynómes de 
Lagrange 


n 


„(in 2£— Ch D 
(2) Hits, c = // ЕШЬ, (1=0,1,...,%), 
k=0 ` 
(k#J) 


et les n+1 fonctions algébriques 
р(5)) 
p(z) 


de plus, désignons par V(¢) le produit de toutes les distances 
mutuelles des points (1) 


(4) ү(29) f] Le Ёк], 
0</<А<лп 


(3) DE cda e OL | | aco" ОЛКО 


et par U(A,2() l'expression 
(5) U(A,0 ®)у=у (2°) П pen "A (ER). 


Il est clair que U(0,¢™) tend vers V(¢™) lorsque chacun des 
nombres 0,,05,...,0, tend vers 0. 

Les fonctions (3) dépendent du paramètre 4, du systeme Cal et, 
en outre, des fonctions p(z) et A(z). Elles se réduisent à des 
polynómes lorsque у= 0, et à des fonctions rationnelles lorsque 
y 20 et tous les nombres n0,,n0,,...,n0, sont entiers. Dans 
le cas général, les fonctions (3) sont multiformes et possédent 
y--1 pôles de ramification 


(4, 05, ..., Any ОО. 
Les modules de ces fonctions sont toujours uniformes. Remar- 


quons eneore que la somme 


PALA A, EI )| 


est égale à A(z)"4 aux points du système (1), donc la fonction 
(218 2, PONT 


constitue une approximation de la fonction frontière A(z) aux 
points de F. 
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2. Points extrémaux et fonctions principales. Lorsque les 
points (1) varient arbitrairemnet sur P, expression (5) varie 
et atteint un maximum dépendant de 4. Désignons ce maxi- 
mum par U„(A,F), et soit 


(6) qj 9) — (gt), д), gms 


un systeme de n+1 points de Р, que nous désignerons plus 
brievement par 


KN ip = E e 173 , 

pour lequel 

(7) U (4,2) = U (4, ae) = max U(4,2). 
&(n)er 


Le systeme (6) satisfaisant а la condition (7) sera dit 
systeme de points extrémaux du rang n de F correspondant à la 
valeur À du parametre 1). 


Je dis que les fonctions 


(8) de, 2,0) — Hits, в) ae 


‚satisfont, en chaque point de F, à Vinégalite 


Aa)” (4=0,1,...,”) 


(9) (DA (e, 1,2 )| zx Ale)" (j=0,1,...,4; zeP). 


En effet, dans le cas contraire, il existerait un indice J 
et un point a, situé sur F tels que l'on ait 


La [4 4 
(o (a, Aa) | A (2), 
et, par suite, 


(Па ead plep) A (297^ > (Пу al) ae) (297. 
(AJ) (kJ) 
En multipliant les deux membres de cette inégalité par l’ex- 
pression 


V (tor ... nl, 9) [TT | P(e) FA (9) 77^], 
(k==/) 


1) A chaque valeur de n et A correspond au moins un systeme de points 
extrémaux; s’il y en a plusieurs, on peut en choisir un quelconque pour 
le système (6). 


[ГЕ 
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on obtiendrait Vinegalite 
(4,660) > U(A, a), 
Oh E ={5,....бр Vy, Vit, nn Unt, Ce qui est incompatible 
avec (7). 
Parmi les fonctions (8) correspondant aux points extré- 
maux (6) nous allons distinguer une comme il suit: Désignons 


par IVa?) le produit 
Tg) = LI 2:)] (2) "Aa", 
(kJ) 


et supposons que les indices des points %0,%,...,%A solent choisis 
de maniere qu’on ait 


[1 (x) | <|I%(a2™)| pour j=1,2,...,n. 


Alors, étant identiquement ?) 


(n); 
(0,. à „(m dr (n), 1“ (2) 2—1) 
Q''(z,A,m )—Q (s. Af) Xx : 
| | Ix UA ve 
I“ (2) z— to 
on a, dans le plan entier, 
0 ; g&— jh 
(10) DO, 2,2) [2 |G (2, 3. al". Leo | 
Æ 1 


La fonction 
(11) ели" (n=1,2,...) 


sera dite fonction principale du rang n. Elle est reguliere en 
déhors des points а;,а,,...,а, et dépend de la frontière F, des 
fonctions A(z), p(z) et du paramètre 2. 

Formons la suite 


(12) enV Dz, д elt MT... 


Nous verrons que, si les nombres 6, sont convenablement 
choisis, cette suite converge, quel que soit À dans le domaine D 
et dans chacun des domaines Ao, Di, Da, Do, vers une fonc- 
tion analytique, reguliere dans ces domaines. La fonction 
limite jouit de plusieurs propriétés remarquables. 


2) Lorsque les fonctions ФЛ ($, A, x) sont multiformes, on doit 
choisir convenablement leurs determinations. 
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9. Propositions auxiliaires, Soit V,=—V,(f) la plus grande 
des valeurs du produit (4) lorsque les points 


A nn 


varient sur la frontiere du domaine D, et 


(13) 1 = ҮЙ БОЛ EI 


un système de n+1 points de P pour lesquels 


V,—V(5(9) = max V (£). 


ter 


D'autre part, soit A„=A„(F) le plus petit des n+1 produits 


Hm ml ШЕШЕ 0 


Оп sait que?) 
Les deux suites 


| wat | : 
LE Г et е 


‚ convergent vers une même limite d(F) dite diametre transfint 
(ou capacité) de l’ensemble F 


1 2 
(14) lim ДА = lim V2CT) — (р). 
n-oo noo 

Le diamètre d(F) est positif car F contient des continus. 
Remarquons qu’en vertu du principe de maximum, tous les 
points (13) sont situés sur la partie С, de F. On en conclut 
que d(F)=d(C,). 

Désignons par 7Z,(2,4) la somme des modules des fonc- 
tions (8) correspondant aux points extrémaux (6) 


(15) F, (2,4) = Y OU, 1,2) |. 
à 


Nous allons démontrer le 


3) Ces Annales 18 (1945), p. 4-11. 
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Théorème I. Pour toutes les valeurs de 24-а,,а,,...,а, et 


de À, la suite {VF,(2,1)} tend vers une limite 


(16) . lim ИР, (2,1) = Ф(2, À) (23-04, os ..., by). 


noo 

La fonction limite (2,4) est partout positive et finie. 

Démonstration. Soit $,(2,4) la borne inférieure du plus 
grand des modules |6(z,4,c%)| (j—0,1,...,») lorsque, 
ZÆ Oe Ban Da et À étant fixés arbitrairement, les points du 
systeme Cal varient sur Е 
(17) $,(2,4)— inf (max |ФЧ (2, 2,¢)|}. 

ter (J) 

On démontre 4) que les fonctions ®,(2,4) satisfont aux 
inégalités 
(18) Qu Lk], А) > Ou, A) -Фьа, A) (4v —1,2,...). 


Soient m et М les bornes inférieure et supérieure de la 
fonction A(z) sur F, et m,, M, celles de |p(z)| sur Р. Puisque 
A(z) et |р(2)| sont positives et continues sur F, les bornes m 
et m, sont positives. Je dis que, quels que soient z et 420, 
l'on а 5) 


(19) 


ой R(z) est la plus grande des distances |2— ‘| lorsque ¢ par- 
court F et A, satisfait à la condition (14). 
En effet, quel que soit Cal, il vient, d’après la formule (3), 


1 mm’ 
axe) 4,2 ®)|:> — (ei |, 
ee er) шу 


car max Lite, Cal >1/(n+1); donc, la premiere des inega- 
(Л) 
lites (19) est vraie. D’autre part, lorsque 7™ est le systeme 


{13), on a Ba n')| < В (г) )"/An; done, 
n An 
max | Oz, 4, 59) | = ET aul 
(D „ EI 
се qui entraine la seconde des Maud (19). 
4) J. Górski, ces Annales 23 (1950), p. 26 


5) L’inegalite (19) reste vraie, pour A—0, si l'on échange les quanti- 
tés m^ et M^. 


-l 
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Il résulte des inégalités (18) que la suite {V@,(z,4)} tend 
vers une limite finie ou infinie en vertu du lemme connu sui- 
vant: Si les termes d'une suite {an} sont positifs et satisfont 
aux inégalités a,,,2 a,-a, pour gu,v—1,2,..., alors la limite 


n 
lim|/a, finie ou infinie existe. Posons 


noa 
(20) lim Hoas, Alz d(e, a), 
a-ca 
et remarquons es a, d'apres (19), 
m vi КИСИ 
21 oM co 2, À <3 — 
ex Pol SS ар) eet: 


done la limite Ф(2,4) est partout positive et finie. 
Pour achever la démonstration du théorème, il suffit de 
prouver que les fonctions F,(2,1) satisfont aux inégalités 


(22) Par; Ai F(z, А) (n +1), (2, А). 


La premiere de ces inégalités est évidente. Pour prouver la 
seconde, faisons correspondre à 2,4 et => 0 un systeme de n+1 
points £09— (£,4,0,,...,04) situés sur P, pour lesquels on ait 


(23) Dalz, å) > max |O (e, a, El — в 
(2) 


D'autre part, considérons les fonctions (8). Le produit 
DV(2,1,a%).p(2)" est un polynôme du degré п; donc, d’après 
la formule d’interpolation de Lagrange, on a identiquement 


Dz, 2,2) . pz = = уф Koay A, a?) (Cx) Ee). 
Puisque les points £,,0,, m sont situés sur F et que, d'aprés (9), 


DR) Л. 


éis, A. У 
&—0 


ou, en d’autre termes, 


|DY(z, 1,20) < > dO, 3. t0?) |; 


il suit 


Le. gm [Ea dé 
(2,6 ) FI. (Cr) 
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done, d’apres (23), 
[De A, 2) | <(n+1)[®.(2,2)+ €], 


et, par suite, 
F,,(z,4)<(n-+1)?[@al2, 4) + =], 


ce qui entraîne la seconde des inégalités (22). Le théorème 
est démontré. 


Remarque. La fonction $(2,4) satisfait sur F à l'inégalité 
(24) Ф(2,4) x: A(2)^. 
En effet, d'apres (9), on a 
Е (2,2)  (n--1) A(z)” 
lorsque z est situé sur F, et cette inégalité entraîne (24). 


4. Ensembles F;. Nous aurons à nous appuyer sur les 
lemmes suivants: Soit C un continu queleonque ne se rédui- 
sant pas à un seul point. 


Lemme 1. A tout point 2, de C, et à tout є > 0 correspondent 
deux nombres 6>0 et N > 0 tels que toute suite de polynómes 
{P,(z)}, où le degré de P,(z) est <n, satisfaisant sur C aux 
inégalités 

PR pour ИЕ ПОЛЕТЕ, 
où М est une constante, vérifie, dans le cercle |2—2,|< д, les 
inegalites 

Р‚„(2)< М(1- =)” pour n>N. 


Soit {of}, où j—0,1,...,4; et n=1,2,..., une suite trian- 
gulaire de points situés sur C et tels que, pour chaque n, les 
points du systeme Zi TC, Cl, 7} soient distincts. For- 
mons, pour chaque n=1,2,..., les polynömes de Lagrange 


I Sh EE EEN 


et désignons par M(2,,7,6™), ой 2, est un point de C,r un 
nombre positif queleonque, le plus grand de ceux des modules 


IL (es, 299) (j= 0,1, ..., 0) 


FONCTIONS ANALYTIQUES EXTREMALES 9 


pour lesquels le point ¢@ est contenu dans le cercle |2— aaler, 
Si tous les points 2(9,7(09,...,0(? sont extérieurs au cercle 
l2—2,|<r, posons M(2,,r,509) = 0. 


Lemme 2. Lorsque 2, est un point d’accumulation de la 
suite triangulaire {с}, on a, quel que soit r > 0, 


n 
lim sup Vt (гү, KESS 1. 
n->co — 


La démonstration du lemme 1 se trouve dans les Math. 
Ann. 108 (1933), p. 520, et celle du lemme 2 dans les Annales 
de la Société Polonaise de Mathématique 21 (1948), p. 80-89. 


Les points extrémaux (6) forment une suite triangulaire 
{74} dépendant de A, pour n=1,2,... Désignons par F, len- 
semble de points d’accumulation de cette suite. П est clair 
que les ensembles F;, correspondant à des différentes valeurs 
de A, sont contenus dans F. 


Lemme 3. En tout point za de Fa, on a l’egalite 


(25) (29,4) =A (2). 


Demonstration. Supposons d’abord que A>0. Comme 
la fonction A(z) est continue en 2, à tout &>0 correspond 
un ö>0 tel que, sur la partie de F contenue dans le cercle 
K {|z—z)|< 6}, on ait A(z)>A(z,)—e«. Par suite, lorsque le 
point v =a" est contenu dans l'ensemble F-K et A(z,)—& > 0 
les fonctions (8) satisfont, quel que soit 2, à l'inégalité 


п n a 
iis, Ali Lei |022 


Sei | Aa) el 


En particulier, cette inégalité a lieu pour z= z, et, comme p(z) 
est continu en 2, on peut supposer que le nombre д soit si 
petit qu'on ait |р(2;) /р(2)| >1— = lorsque zue F-K. Il vient done 


Is (zo are pter e YES ee аг ток 
et, par suite, 


Pro A) zz M(2,,0,269) -(1— £e)" A(29)— е], 
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ой M(z,,6,2™) est le plus grand de ceux des modules 
pea (j= 0,1,...,n) 


pour lesquels le point x, est contenu dans le cercle |z—z,|< ô. 
Puisque 2, est un point d’accumulation de la suite 420%, 
il suit de la derniere inégalité, en vertu du lemme 2 ei du 
theoreme I, que 
Ф(20, 4) 2 (1— E) LA(29) — =], 
done D(2,4)>4A(2,)*. Mais, d’après (24), comme 
D(zo 4) SA (20), 


on voit que l'égalité (25) est vraie. Pour 1<0, la démonstra- 
tion est analogue. 


5. Fonctions extrémales. Considérons les fonctions princi- 
pales 


Bz, A, a"? (n=1,2,...) 


où 4 est fixé arbitrairement, et soit F,-+ 2(a,) l’ensemble A": 
augmenté des points 4d4,d5,...,,. 


Théorème Il. La suite 


Via, 2,279 


converge en tout point n'appartenant pas à l’ensemble F;+ 2 (az), 
еї on a 


(26) lim E (z,A,0)| = Ф(г, А). 

n-»oo 
La convergence est uniforme dans chaque domaine borné E dont 
la distance à ЕР. Х(аһ) est positive, et la fonction log D(z, A) 
est harmonique en déhors de F;+ Х(а»). 


Démonstration. Désignons par r la plus petite, et par № 
la plus grande distance |z—¢| lorsque z parcourt E et С par- 
court F;+ 2(a,); remarquons qu'on a, dans Е, pour tous les п 
suffisamment grands, 

1 


r n 
(27) gen, 1a )zFQ42,A4) (n>N). 
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La premiére de ces inégalités résulte de (10); la seconde est 
évidente. Donc, en vertu du théoreme I, la limite (26) existe 
dans E, et, par suite, en chaque point n’appartenant pas 
a P. (ак). 

D'autre part, lorsque A>0, les inégalités (19), (22) et (27) 
donnent dans E®) 


m D z R М, Ма 
(28) Cn V; Ni, m^ «Mio, (2, al a v a") < < Мо 1 
AE) d Ir 


n 
ou Cn=1/V(n+1}; donc la suite 


log Va, л, dä (==) 


est uniformément bornée dans Е, et comme ses termes sont 

harmoniques, la convergence (26) est uniforme dans Е, c.q.f.d. 
Désignons par @ l’un des domaines 7) 

(29) D, Dı— (a), D$—(2;),..., D,— (ay), Ag, 


et soit a un point fixe quelconque de @. Les zéros et les pôles 
de dz,1,0) sont situés en dehors de G; donc, la fonction 


Va? 3 9, est réguliere et différente de zéro dans G. For- 
mons les fonctions 


(30) palz, a) — VDO А, 009) (һ=1,2,...), 


ou le nombre 0, et la détermination du radical sont choisis 
de manière qu'on ait g,(a,4)>0. Dans chaque domaine sim- 
plement connexe contenu dans G et contenant a, ces fonctions 
restent uniformes. 


Théoréme III. La suite (30) converge dans chaque domaine 
simplement connexe G' contenu dans G et contenant a. La fonction 


(31) lim Фп(2; 4) = (2,4) 
n->ca 


*) Pour 4<0, on doit échanger, dans (28), les quantités m^ et M^. 
7) D,—(a,) désigne le domaine D, sans le point a,. 
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est régulière dans G’, prolongeable analytiquement à tout point 
de G, et on a 1dentiquement 


(32) |p (2,4) |=P(z, A) 
en dehors de F. 


Demonstration. D’apres le theoreme precedent, la suite 
des modules 


|фл(2,4) | (n=1,2,...) 


converge dans G vers Ф(2,4), la convergence étant uniforme 
dans le voisinage de chaque point de G. D'autre part, on a 


po, 4) | = Фп(а, À) (==. 


done la limite (31) existe au point 2— a, et ф(а, 4) = Ф(а, À) > 0. 
On en conclut qu'elle existe et est reguliere dans G'. La fonc- 
tion ф(2,4) est prolongeable à chaque point 2, de С car le do- 
maine G' peut toujours étre choisi de maniere que 2, soit con- 
tenu dans G'. 


Remarque. Si la frontiere de G possède des points n'appar- 
tenant pas à l'ensemble F,, il suit, du théorème II, que la 
fonction ф(2,4) est prolongeable en dehors de G jusqu'à chaque 
point qu'on peut réunir avec le point а par une courbe ne 
rencontrant pas F2. 

La formule (31) définit dans chacun des domaines (29) une 
famille des fonctions anyltiques oz, Al — uniformes ou multi- 
formes —dépendant du paramètre å et des fonctions A(z) et p(z). 
Nous les appellerons fonctions extrémales associées à Р, А(г) 
et p(z) 9). 

Les modules de ces fonetions sont uniformes car 


|p(z, A)| = Ф(г, 4). 


Remarquons que w,(2,2) est égal au produit 


n 
arn VLO, a) о р(2%) A(x)”, 


(2) 


8) Deux fonctions g(2,4), correspondent à deux différents domaines (29), 
ne sont pas, en general, des branches d’une seule fonction analytique. 
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et que le facteur VLO, 20) est uniforme et différent de zéro 
dans chacun des domaines (29), le premier excepté. Puisque 


p(z)— (2— а)" (z— m)” ...(2— a)”, 
la fonction [g4(2,4)]/*& est uniforme dans le domaine D, et pos- 
séde un pôle simple au point 2— 4, pour k—1,2,...,v. П en 
résulte que: 
Dans le domaine D; (k—1,2,...,v), la fonction 
[Ф(2, (we 
est uniforme, quel que soit A, et possede un pole simple au point 
2 — Ap. 
De méme, dans le domaine A,, la fonction 
[p(z 4)], t 79, 
ou б=0,- 0,4... 4 сп, est uniforme et possède un pôle simple 
à linfini. 
6. Continuité des fonctions Ф(2, л). Nous allons maintenant 
démontrer le 
. Théorème IV. Quel que soit A, la fonction (2,2), définie 
par la formule (16), est continue dans le plan entier, les points 


Ai, o... Qy exceptes, et tend vers linfini positif lorsque z tend 
vers l’un des Points а, аь,..., Ay, оо. 


Demonstration. 1° Il suffit de démontrer la continuité 
aux points de F}. Je dis d'abord qu'en tout point Ф(2,4) est 
semi-continue inférieurement. 

En effet, soient k et n deux nombres naturels quelconques. 
D'après (18), on а Фь.(2,2):2Ф„(2,4)®, done 


kn n 
VP un(2, A) > Vo,(z, 4), 
D(2,4)> V®,(z, А) pour n=1,2,... 


D'autre part, d’après (22), 
Dalz, Us 


et, par suite, 


= 
D 
= 


done 
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п 
ой ¢,=1/Vin+1)2, et, par suite, 2, étant un point quelcon- 
que, il suit 


d(2, 4) 2 сп Ж АГЫП (29, А)-Е En VFA, үт (20,1 


Lorsque n—co, c VEA (29,4) — (20, À); il existe done un nom- 
bre N — N(e) tel que 
N 
2" JONCRY > Ф(20,4) — e, 


et, par suite, on a, quel que soit 2, 


(2,1) > Dz Det dt V FE 3 (21) УР 1)]. 


N 
Mais la fonction ŸF,(2,4) est continue en £9; M existe done un. 
voisinage |z— z,|— д dans D 


N 

eu V Fas, 2) = Еч, 
et, par suite, 
(33) dis, 4) >P(2,4)—2e pour |г—@,|<8. 


2° Il reste à prouver que Ф(2,4) est semi-continue supé- 
rieurement еп 2,eF;. Supposons d’abord que A>0, et soit 
Ky{|2—2)|<6,} un cercle tel que les fonctions p(z) et A(z) 
satisfassent aux inegalites 


1P(20)| 
(34) ete 


A(zj*<A(z,)*(1+e) dans F K.. 
Par suite, d’après (9), on a dans HK. 
| DN(z, 4,20) - p(z)” < | p(Z)|2-A(2o)™*-(1+ е)" (j=0,1,..,n). 


Or, les expressions 


DU (г) «рео е) dans Ky, 


et 


LIP (e, 1,0) -p(z)" 
| P(o) |" A(29)"^ (1. + е)?" 
sont des polynömes du degré n et leurs modules ne surpassent 
pas 1 sur un continu passant par 2, et appartenant à Р.К,; 
done, d’après le lemme 1, il existe un cercle K,{|z—2 |< 6} 
et un nombre N tels que Гоп ait, dans K,, pour 7—0,1,...,” 
et n>N, 
éis, 2,209) -p(z)^|« |p(eo) - Aal - (1+ 8)”. 


(J= 0,1,...,91) 
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Par suite, en vertu de (34), ор a, dans K,-K,, pour j=0,1,...,n 
et n>N, 
ja (2, 4,2€9)| < A(z) Le", 


d’où l’on déduit l'inégalité 
VF,(2,2)<Vn+1-4(2)(1+e) 
qui donne 


Ф (2,4) <Ф(20,4) (1+ =) pour ze K,-K, 


car A(z,)^— (2,4) sur Fy. П en résulte que Ф(2,4) est semi- 
continue supérieurement en 2,. La démonstration pour 1<0 
est analogue; la continuité de Ф( 2,4) est ainsi démontrée. 


Remarquons maintenant que la fonction g(ez,4)"* possède 
un pôle simple au point a, et q(z,A) ^, o=0,+ Oot... + 0», 
un pôle simple à l'infini; donc, comme o,>0, a «1 et Ф(2,4)= 
—|g(z,4)|, la fonction Ф(2,4) jouit des propriétés demandées. 


7. Un eas particulier. Lorsque 4—0, les fonctions F,(z, A) 
ne dépendent pas de la fonction frontiére A(z); donc, la fone- 
tion Ф(2,0) ne dépend que la de frontière F et de p(z). 

Désignons par w=g(2,D,) (k=1,2,...,v), la fonction effec- 
tuant la transformation conforme du domaine D, sur le cercle 
|w|<1 de manière que les points 2— a; et w=0 se correspon- 
dent 3). De méme, soit w= 0(2,1,) la transformation conforme 
du domaine 4, sur le cercle |w|<1, dans laquelle les points 
2==оо et w=0 se correspondent. 


Théorème V. Dans le domaine D, la fonction 9(2,0) se 
réduit à une constante de module 1. En dehors de D, on a 


(35) g (2,0) = €9?(g(s,D,)]-"& dans Dy (k—1,2,...,v) 
(36) ф(2,0) = ef(g(2,4,)]7! dans Ag, 


où 0 est une constante reelle et o= oit oat ... + o, 19). 


* 


Démonstration. D'apres le n? 5, la fonction 
(37) (СОЛ, 


est analytique, uniforme dans le domaine D,, et possède un 
zéro simple au point a, D'autre part, d’après le n? 6 et le 


?) On sait que g(z, D,) est déterminée à un facteur e? prés. 
10) Lorsque »—0, l'on doit poser с=0. 
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lemme 3), le module de cette fonction tend uniformement 
vers 1 lorsque 2 tend vers la frontiere C, de D,. Il en résulte 
que la fonction (37) est univalente dans D, et représente ce 
domaine sur le cercle |w|<1 de manière que les points z= a, 
et w=0 se correspondent; l'égalité (35) est donc démontrée. 
La démonstration de l'égalité (36) est analogue. 

Désignons par @(z, Di la fonction de Green du domaine D, 
et de pôle 2— аһ pour k=1,2,...,», et par GIS, 4,) celle du do- 
maine A, et de pôle 2 =оо. Il suit immédiatement du théorème 
précédent le suivant 

Corollaire. La fonction log (2,0) est identiquement nulle 
dans le domaine D, et, en dehors de D, on a 


(38) log 6(2,0)=0,G(2,D,) dans D, (k—1,2,...,v), 
(39) log D(z,0)=(1—o)G(z,A,) dans Ду. 

Soient m et М les bornes inférieure et supérieure de la 
fonction A(z) sur F. Pour +0, les fonctions Ф(2, 4) ne se 


réduisent pas, en géneral, a des constantes dans le domaine D, 
mais il est facile de prouver le 


Théorème Vl. Lorsque A>0, on a, dans le plan entier, 
(40) log }d(z,0)+Alogm< log Ф(2, 4) < log O(z,0)+ A log M, 
et, lorsque A<0, ces inégalités restent vraies si l’on échange les 
nombres m et M. 

En effet, lorsque 2 > 0, il suit de la formule (3) que 


[mM (2, 0,2 m" « | (e, А, M< De, 0,0 | 
pour j=0,1,...,n, d'ou l'on déduit 


Ф(2,0) M< Ф (2,4) < Ф„(г,0)- М", 
et, par suite, 
Ф (2, 0)m^ «d» (2, Ale  (2,0).M^; 
les inégalités (40) sont done démontrées. 


Les propriétés des fonctions extrémales g(z,4), pour 4=0, 
seront étudiées dans un autre travail. 


11) Il est facile de voir que И; =F lorsque 4—0. 
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INTEGRALES DE STIELTJES GENERALISEES 
Par P. Lévy (Paris) 


1. Introduction, Je suis heureux de m'associer à l'hom- 
mage rendu dans ce volume au savant dont les travaux sur 
les fonetions indépendantes ont si heureuseument contribué 
à l'évolution gràce à laquelle le calcul des probabilités est 
aujourd'hui un chapitre de l'analyse qui ne céde à aucun autre 
au point de vue de la rigueur. 


L'objet du présent travail peut étre situé à la lisiére du 
calcul des probabilités. Il s'agit d'une extension des intégrales 
de Stieltjes et de L. C. Young que je n'ai encore exposée que 
dans de bréves notes!), mais que j'avais, dés 1939, appliquée 
à la courbe du mouvement brownien plan 2). J'ai appelé inté- 
grales stochastiques les intégrales que j'avais d'abord introduites. 
Mais en cherchant à généraliser davantage, j'ai été conduit 
à des définitions où le calcul des probabilités ne joue plus 
aucun role, et j'appellerai intégrales généralisées les nouvelles 
intégrales ainsi définies. Les précédentes restant utiles pour 
certaines applications, je crois bien faire de les rappeler, et 
d'indiquer ensuite l'évolution de mes idées qui m'a conduit 
à de nouvelles définitions. 

Je préciserai d'abord que mes intégrales n'ont rien de 
commun avec les intégrales de fonctions aléatoires considérées 


1) Voir Ann. Univ. Lyon, 8. 3, Sciences, sect. A, fasc. 4 (1941), p. 67- 
74, ainsi que C. R. Acad. Sciences 212 (1941), p. 1066-1068, et 229, 
p. 644-645. 

2) Voir Amer. Jour. of Math. 62 (1940), p. 487-550. Voir aussi Processus 
stochastiques et mouvement brownien (1948), р. 262-270, С. В. Acad. 
Sciences 230 (1950), p. 432-434 et errata, p. 689, et Oommunication au 
2-ème symposium de Berkeley (août 1950; Univ. of California Press 1951, 
p. 171-187). 
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par Е. Slutsky, mi avec celles de Pettis, К. Karhunen 
et С. Kallianpur. Ces savants proposent des définitions 
applicables a des familles de fonctions, qui, méme à l'intérieur 
d’une telle famille, peuvent n'avoir aucun sens pour des fonc- 
tions isolées. Celles qui vont étre exposées peuvent s'appliquer 
à ces dernières, et prolongent plutôt les définitions classiques 
de Stieltjes et de L. C. Young. Mais certaines familles de fonc- 
tions aléatoires constituent sans doute leur champ d'applica- 
tion le plus intéressant. 


2. Notations. L'intégrale elassique. Nous dirons indifférem- 
ment le point z,y ou le point z. Nous désignerons par C l'arc 
de courbe 


(1) a= f(t), y=g(t) (0<1<1), 


essentiellement suppose continu, par L, la ligne polygonale 
ayant pour sommets les points 25,2,,...,25 (2,— 2(0,); t=O xc tx 
<1,...<1„=1), par Ln la ligne Г, obtenue en prenant n= 2^ 
et 1,—2 ^ y, L'intégrale (ou aire) 


1 
(2) I= | ydæ= [ака 
© 0 


est alors la limite (pour %—со, Max (t, —1, ,1)— 0) des sommes 
riemanniennes 


(3) Sn; Elsa Yo) (в, — Ly) (Ly = f(t), у= 9,(,)) 


-dba 


qui représentent des aires limitées aux lignes Га. 

Donnons-nous une suite {Tn} de nombres 7, є (0,1), partout 
dense dans (0,1). Nous désignerons par Bi la somme Ж, ob- 
tenue en prenant pour‘t,,f.,...,tn,-1 les valeurs Ti, Tas- Th 
rangées dans l'ordre des grandeurs croissantes. Le passage de 
ба S&implique l'introduction d’un nouveau sommet Z,— 
—2(T,), et la difference U,— Sz,1— Sn est l'aire d'un trian- 
gle D,, comptée positivement ou négativement suivant l'orien- 
tation de ce triangle. De méme, la différence U5,— Sp41— Sh 
des aires limitées à LA: et Гр, représente la somme algébrique 
des aires de 2^ triangles Dh». 

La convergence de XU, pour toutes les suites {Tn} pos- 
sibles est une e ndition nécessaire et suffisante pour l'existence 
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de Vintegrale au sens classique. Mais il faut remarquer que 
cette série, et, en particulier, la serie ZU; peuvent n'étre pas 
absolument convergentes, méme si cette intégrale existe. 


Exemple. Courbe analogue à celle de von Koch, intérieure 
à un triangle isocele dónt les sommets sont les points 2(0), 
2(4),2(1). Les points 24v, 24.115 24003, 2444 de chaque ligne L,(h >1) 
sont en ligne droite, et 


Savi 240-3 = 4 t 2404-4, 24v--8— Savi = а(24»4+4— 24»), (0< аһ<1). 


La donnée du triangle initial et celle des аһ déterminent cette 
courbe qui comprend celle de von Koch comme cas particu- 
lier. En posant 
p(h) = (1— ao) (1— «)... (1— 241), 
on a 
Un = (—1)*p(h) Оо. 


La courbe C est un are de Jordan sans points doubles, et, 
Si o(h) tend vers zéro, sa mesure superficielle est nulle. L'aire 
I est alors bien definie. Cela n’implique évidemment pas la 
convergence de Z|U;|—|U6| Zp(h). Ainsi, pour g(h)=1/(h+1), 
c’est-à-dire a,=1/(h+ 2), la série Z|U;| n’est pas convergente. 


3. Intégrales stochastiques. Supposons maintenant que 
chaque Т, soit choisi au hasard dans (0,1), indépendamment 
des autres, avec répartition uniforme de la probabilité, Méme 
si, au sens classique, l'intégrale 7 n'existe pas, il peut arriver 
qu’il y ait convergence presque süre (almost sure: а. 8.), ou 
en moyenne quadratique (т. q.), ou en probabilité (pr.) de la 
suite {Sž} vers une limite Г. Nous dirons respectivement, dans 
ces trois cas, que Г est une intégrale stochastique a. s., ou m. q., 
ou pr. D'autres modes de convergence peuvent étre aussi con- 
sidérés (en moyenne d'ordre a, par exemple). Sauf s'il y a con- 
vergence au sens classique, tous impliquent l’idée d'une cer- 
taine compensation entre les triangles positifs et les triangles 
négatifs. 

L'introduction des 57; n'est utile que pour l'étude de la 
convergence a.s. Pour les autres modes de convergence, la 
corrélation entre deux sommes consécutives n'intervient pas, 
et on peut écrire S, au lieu de $57. 


9* 
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4. Remarque sur l'intégrale а. s. Pour n infini, la suite {587} 
a une borne supérieure S* et une inférieure $*. 


Théoréme, Il existe deux nombres certains I et I tels que 
Jeter EOS = 


En effet, quel que soit v, la connaissance de T, ne peut avoir 
aucune influence sur les probabilités de S<s, et de S<s. 
D'ailleurs, les ensembles définis par ces inégalités sont bore- 
liens, done mesurables. Le théoréme énoncé est alors une con- 
séquence immédiate du théorème de alternative zéro ow un 
de Kolmogoroff (d'apres lequel, les probabilités considérées 
ne peuvent étre égales qu'à 0 ou 1). 

Les nombres 7 et I ne sont soumis à aucune autre restric- 
tion que ZZ; nous le montrerons plus loin par des exemples. 
Si ces deux nombres sont égaux, leur valeur commune est 
l'intégrale a. s. 


5. Application à la courbe du mouvement brownien plan. 
Pour cette courbe, on sait que f(t) et g(t) sont deux fonctions 
aléatoires additives, et qu'à un acroissement positif At de t 


correspondent des accroissements  Af(t)— E л, Ag(t) — nV At, 
& et у étant deux variables normales réduites et indépendantes. 


L'aire de chacun des triangles Dh,» est de la forme -- 2 9, 
U dépendant de la premiere loi de Laplace. П en résulte que 
la somme des triangles positifs ne tend presque sürement pas 
vers zéro pour À infini, donc qu'elle n'existe pas au sens clas- 
sique. Mais, grace à la compensation des triangles positifs et 
des triangles négatifs, 


Mua 


et Пу a convergence m. q. et convergence a.s. de Sh vers 
une limite J. 

On obtient aisément des résultats analogues pour les aires 
S, liées à une suite {Ta} quelconque. Si les T, sont choisis au 
hasard comme il a été dit au n? 3, il en résulte que: pour pres- 
que toutes les courbes C et presque toutes les suites {Tn}, 
il y a convergence de S, vers une limite Г. D’apres le théoréme 
de Fubini, ce résultat, obtenu en supposant les Ta choisis 
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d’abord et С ensuite, subsiste si Гоп intervertit Vordre des 
choix. Done: 
pour presque toutes les courbes C (c’est-a-dire sauf dans des 
cas de probabilité totale nulle), l’intégrale stochastique a.s. existe. 
Pour les démonstrations, et pour la loi dont dépend l’aire 
obtenue, nous renvoyons à nos travaux antérieurs (cités à la 
note ?)). 


6. Suite de la théorie générale. Discussion. Premiére 

definition de l'intégrale généralisée. Les conditions étant 
celles définies au n°3, et le caractère aléatoire de S, пе 
provenant plus que des Т,, posons 
(4) Unc SEIT n= unt Nn- 
Pour qu'il y ait convergence m. q. de S, vers une limite J 
il faut et il suffit que џи, tende vers Г, et que 7, tende en moy- 
enne quadratique vers zéro. Si la premiere condition n'est pas 
réalisée, il y a des oscillations forcées de la suite des S,; si la 
seconde ne l'est pas, il y a des oscillations stochastiques 3). 

Au lieu de (0,1), prenons pour intervalle d'intégration un 
intervalle (t’,t’’)-réunion de deux intervalles (Г,т) et (z,0'; 
on change infiniment peu Sn, si n est grand, en supposant 
que т est un des £,. Alors 7, est la somme de deux termes in- 
dépendants ул et 7, relatifs aux deux intervalles partiels, et ne 
peut tendre vers zéro que si 7, et ул tendent vers zéro. Ce ré- 
sultat s'appliquant à n'importe quelle division de (4,7) en 
intervalles partiels, Vabsence d'oscillations stochastiques est 
liée à une certaine propriété locale, qui doit étre vérifiée en 
chaque point de l'intervalle d'intégration. 

Une condition suffisante pour qu'il n'y ait pas d'oscilla- 
tions stochastiques est que, pour т>0, on ait 


(5) lf(t4-v)—f(0)|&o(9), |g(t-+ t)—g(t)|< (т), 
p(t) et y(t) étant deux fonctions monotones telles que 


1 
(6) fee) ут) 7 dt < оо. 
0 


3) П semble que, pour la suite des Sn, la convergence m. q. et la 
convergence a. s. soient liées. Nous ne pouvons pas l'affirmer. S'il en est 
ainsi, l'existence d’oscillations stochastiques équivaut à l'existence presque 
wy, H PTE S J PER тж 
sure d'oscillations fortuites (de ee — па). 
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Elle n’est pas nécessaire; il suffit évidemment que plusieurs 
conditions de cette forme soient successivement vérifiées dans 
Pintervalle d'intégration. Mais la condition (6) est peut-étre 
nécessaire pour que les conditions (5) entrainent l’absence 
d’oseillations stochastiques. 

Le caractere local de la condition consideree rend son étude 
relativement facile. Mais les oscillations stochastiques ne sont 
pas les plus importantes. On peut en faire abstraction, et con- 
sidérer que, un étant la valeur probable de Sn, sa limite pour n 
infini, si elle existe, est une bonne valeur pour l'intégrale qu'il 
s’agit de définir. On peut aller plus loin, et considérer cette 
intégrale comme ayant un sens Si un a une limite généralisée. 

Remarquons maintenant que le caractère local des oscil- 
lations stochastiques n'existe pas pour les oscillations forcées. 
Ainsi, si 

à A à (0 réel, t > 0), 


et si l'intervalle d'intégration est de la forme (— 1, 4-1'), Hn est 
une constante indépendante de n, et l'intégrale définie comme 
limite de un existe, méme s'il n'en est pas ainsi pour les inter- 
valles (—#, 0) et (0,7). Nous hésitons à considérer une telle 
expression comme une intégrale. Nous pensons préférable de 
proposer la définition suivante: 

L’integrale 7 a un sens comme integrale generalisee si les 
moyennes иһ Ont, pour n infini, une limite, ou au moins une 
limite généralisée, et s’il en est de méme pour tout intervalle 
interieur a l’intervalle d’intégration. Elle est alors une fonc- 
tionnelle additive de Vintervalle d’intégration. 


7. Deuxième définition. Comparaison des deux définitions. 
Considérons l'intégrale 


1—9 


(7) oq ( E990 a (0 — v «1), 
: [7 

toujours bien définie si f(t) et g(t) sont continus. Si т tend 

vers Zéro, elle tend vers l'intégrale 7 relative à l'intervalle (0,1), 

si cette intégrale existe au point de vue classique. Il est alors 

indiqué de définir lntégrale généralisée comme limite, ou 

limite généralisée, de (v), avec cette condition restrictive 
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qu'une limite analogue puisse être définie dans n'importe quel 
intervalle intérieur à l'intervalle d'intégration. 

Pour eomparer cette deuxiéme définition à la précédente, 
rappelons que, pour » tres grand, la longueur de chacun des n 
intervalles séparés par les points 7,,T,,..., Т1, est asympto- 
tiquement de la forme U/n, U dépendant de la premiere loi 
de Laplace. La probabilité qu'un point donné de (0,1) appar- 
tienne à un intervalle de longueur U/n, avec u SU <u+ du, 
est alors [ue-"-- 0(1/n)]du. On en déduit aisément que 


| | 
(5) SE 4 (= jaw Al, (%—>со). 
0 


Alors la limite de ил, si elle existe, est une limite généralisée 
de Ф( т), et, a condition de ne considerer que des definitions re- 
gulieres des limites generalisees (nous entendons par la qu’elles 
permettent de considerer la formule (8) comme restant vraie 
à la limite), une limite généralisée de un en est une de Ф(1), 
et inversement. Les deux definitiens sont done équivalentes. 


8. Exemples. Nous allons considerer des courbes C ana- 
logues a celle de von Koch, pour lesquelles tous les triangles 
D}, (notation du n? 2) sont semblables à un méme triangle 
isocèle, dont les deux côtés égaux font un angle 20 >n/3. 
Chaque ligne Lj, a alors ses 2^ côtés égaux, leur longueur com- 
mune étant q^ (q—1/2sin 0<1, condition nécessaire et suf- 
fisante pour que C soit un arc continu; la longueur de Го est 
prise pour unité). Chaque courbe C est bien définie par la 
donnée de б, et des nombres e4,— 1, le signe de chacun 
d'eux étant celui de l'aire de D,,. Si 0> л/4, done g?<1/2; 
la mesure superficielle de C est nulle, et l'intégrale I bien 
définie au point de vue classique. Le cas qui nous intéresse 
est celui où z/22 20 > x/3 (done 1/2<q?<1). 

Si tous les р» sont positifs, on а U= (20?) Uo> Uo, et 
1=+ оо. Si en,=(—1)*, alors U,=(—2q)* Об, et les bornes I’ 
et I’ de la suite {8h} sont respectivement Uo et 0 si 26=2/2, 
+ oo et — со si 0 > л/4. Dans ce dernier cas, on a aussi I = +оо, 
I= —oo. Dans les deux cas, l'intégrale généralisée existe; si 
on ne considere que la suite des Sh, leur limite généralisée 
S'obtient par la sommation exponentielle de E. Borel, et méme 
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par les moyennes de Cesáro si 9=л/4. La suite des un, rap- 
portée à l'échelle logarithmique, a des variations analogues 
à celle des Sh, et a aussi une limite généralisée. 

Supposons maintenant chaque ғһ,» choisi au hasard, et 
Е{єһ„}= an indépendant de v. On peut prendre pour аһ n'im- 
porte quelle suite de nombres du segment [—1, +1]. Comme 
Е{ Unh = (24?) а,| Оч, on voit qu'on peut réaliser pour la suite 
des 5», non seulement n'importe quel intervalle d'indétermi- 
nation à l'infini, mais aussi n'importe quelle succession de 
maxima et de minima donnés. Il en est de méme pour la suite 
des Un: 

Le cas le plus intéressant est celui, où a4,— 0; pour chaque 
Ehv, les deux signes sont également probables. Alors 

E(U,)—0, E(Un) — (24) Uo, 

et, si 2qg*<1, il y a convergence m. q. et convergence a. s. de 
la suite des Sh vers une limite Г. Sous cette condition, on peut 
raisonner comme pour le mouvement brownien. La principale 
difference est que les accroissements successifs de f(t) et g(t) 
ne sont pas indépendants, mais presque indépendants au sens 
de S. Bernstein. Cela suffit pour que la convergence m. q. de 
la suite (S,' entraîne sa convergence a.s., et, si 29*— 1, la 
conclusion est la même que pour le mouvement brownien: 
pour la courbe С obtenue en tirant au sort les valeurs des én,» 
dans les conditions qui viennent d'etre précisées, il est presque 
str que Vintegrale I a un sens, non seulement comme intégrale 
generalisee, mais méme comme intégrale stochastique a.s. (et 
aussi т. q.). 

Au contraire, si 2q4>1, quelle que soit la méthode choisie 
d'avance pour la definition d'une limite généralisée, il est 
presque sûr qu'elle ne permet pas de donner un sens à l’inté- 
grale I). 


9. Cas des intégrales doubles. Nous considérons encore 
le cas d’une intégrale de Stieltjes généralisée 


(9) J (ао) ази, o) yu, v), 
S 


4) Ce résultat se rattache a notre théorème sur la non-sommabilite 
des séries aléatoires essentiellement divergentes (Bull. Soc. Math. de 
France 63 (1935), p. 11). 
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étendue à une aire S du plan des wv, et ой les trois fonctions 
æ,y,2 sont continues. Si e est constant, elle se ramène par 
la formule de Riemann à une intégrale de type (2). Pour le 
cas général, la seule des méthodes proposées pour les inté- 
grales simples qui soit facile à généraliser est celle du n? 7. 
Désignons par Xí? le cercle de centre u,v et de rayon o, et 
par S, le lieu des points pour lesquels ce M est intérieur à S. 
L'intégrale (9) sera alors par définition la limite, pour o ten- 
dant vers zéro, ou la limite généralisée, de l'expression 


(10) s) J^ (u,v) ана | а (0,0) dy(u,v). 


zo, 


Une définition analogue s'applique aux intégrales multiples 
d’ordres quelconques. 


10. Problèmes non résolus. 1° Peut-il arriver, pour une 
courbe de mesure superficielle positive, que l’intégrale stochastique 
non généralisée ait un sens? 


Pour l'intégrale généralisée, la question est résolue par un 
des exemples du n°8 (cas particulier connu 9=л/4, ey, = 
= (—1)^). Pour l'intégrale non généralisée, notre impression est 
que la réponse est négative. En ce qui concerne l’exemple 
final du n? 8, rappelons que, si 0— zx/4, la mesure superficielle 
de C est nulle; la méthode de démonstration indiquée pour 
le mouvement brownien (loc. cit. note ?), notamment Processus, 
p. 256) s'applique sans difficulté. Elle ne s'étend pas au cas 
où O<a/4. 


2° Probleme des changements de variables. Sous la condition 
essentielle que l'intégrale 7 ait un sens pour tout intervalle 
partiel intérieur à (0,1), elle ne risque pas d'étre changée par 
un changement de variable t=o(r), si la fonction g(r) est 
continue, croissante, et que l'intervalle (0,1) puisse étre divisé 
en un nombre fini d'intervalles partiels dans chacun desquels 
elle soit linéaire. 


A quelle classe de fonctions continues et croissantes ce résultat 
peut-il s'étendre? Que peut-on dire de la classe des fonctions 
absolument continues? 
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Questions analogues pour les integrales multiples. 


39 Application de la definition du n° 9 à la surface 
G=X(U,v), y-—Y(wv), z= Z(u,v), 


ou X,Y,Z sont trois determinations independantes de la fonction 
du mouvement brownien a deux parametres (pour la definition 
de cette fonction, voir Processus, p. 275-284). 


L’existence de l’integrale n’est pas douteuse, et cela sans 
qu’il soit nécessaire d’introduire des limites géneralisées. Mais 
il s’agit de savoir si, en considérant cette intégrale comme 
fonction de S, on peut obtenir des résultats generalisant les 
résultats connus concernant l’aire comprise entre un arc de 
la courbe du mouvement brownien plan et sa corde (loc. cit. 
note ?)). 


SUR UN DETERMINANT 


Par J. G.-MIKUSINSKI (Wroclaw) 


Introduisons les notations 


(40°) ©) — 14° (U 
(w) = 0 WR р 2), 
(w7)™ = o(o—1)...(o—v+1)w-” (gp E oy 


Etant donnés m nombres naturels o, (e nous démontre- 
rons que le déterminant 


0, (0 0,(«,—1), Е „0 (0) PR. (a,,,—1 
Cn) A very 001) , e$ Um) , TM m1) 
A (0) ID, О) nl Vt —1) 
Ei Un) `` (u ) ? ‚ (w1) , ‘awh (Win) 7 een (Wm = 
Ep ln) pe) a, Te | SCT, ` Е 
( ma (we SE 1) : (apt ty (wt mi 


ой N=a,+...+am, est égal au produit 


m 


Dese Шт) _ | T Si EUM a 
(1) AG eat [) (аа AU [| (40,— Wy) "P 


u= I x usc m 
ou le symbole k!! est défini en posant 


or = 
KET eh РОКИ... 


Si а =... =ат==1, le déterminant se réduit évidemment au 
déterminant de Vandermonde. 
Convenons de désigner les colonnes par «deux indices: la 


colonne oü parait le symbole LEI sera designee par u,v. L’in- 
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dice o sera employé pour désigner les lignes. Le determinant 
A= Fass) peut étre écrit en abrégé 


RR WEE 
А = |(шо)®)| DEN T. | 
А и=1,..., Mm; v=0,...,4,—1 


ou bien, еп séparant la premiere ligne, 


( wr ) 


ШТ... m ant 1) 
(wa) 
n 


des 
\o=1,...,n—1; ] 


En retranchant de chaque ligne, sauf la premiere, la ligne 
précédente multipliee par w, il vient 


0 
(wo) 


(way?) — «o, (we 4) 


A= 


En vertu de Videntité 
(10°) ® — w (we) = vw)  (у=0,1,...; 0—1,2,...) 


le déterminant se réduit au determinant a n—1 lignes et n—1 
colonnes: 


A= сеа 1)! | (000—1)(е—1), (Oe Oe d kend bd 


Е ile 
eege: ) 
ipe 2 ЕО. dirt) 
lorsque а, 222 et 
=1,....n—1; 
A= (102) — w (wi) = E m ae ме |) 
lorsque a,—1. 
Les éléments de la colonne 4,0 (42:2) peuvent s’écrire 


= 2.1 ыша КЕ Tere чыӊ —1)(0 
wo — Ww, 109 1 — (w,—w,) wo = (w, Ws) (we yo 


on peut donc tirer le facteur (w,—w,) avant le déterminant 
et les éléments de la colonne w,0 deviendront (009—1), 


Si a, > 2, retranchons cette colonne de la colonne 4,1: 


ee оО Е лот 
(we) ww") (20% ) © — 0404 (c— 1) 00,109 we t= 


= (w,— W,) (0— 1) wh? — (w,,— w,) (10% 1); 
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on peut donc tirer le facteur (w„—w,) avant le déterminant 
et les éléments de la colonne „,1 deviendront Wr 


Si a„>3, retranchons cette colonne, multipliee par 2, de 
la colonne u,2: 
(we) w (wg! )— 2) (6% — 
== eig wel Pla onen ше 1) wi? = 


= (10, — w,) (o— 1) (0—2) 02-3 = (w ,— w,) (w21)09; 


en tirant le facteur (w,—w,) avant le déterminant, les élé- 
ments de la colonne u,2 deviendront (w a he 


Si a„>4, on retranchera cette RO multipliée par 3, 
de la colonne u,3 etc. En repétant ce procédé un nombre con- 
venable de fois le déterminant A deviendra 


==(а,—1) ur 0, — W) PA E | 


lorsque a,>2 et 


т 


о a CET are 


m 
2 
lorsque a,=1. Par l’ınduction on trouve pour a,>2 


m 


(3) A —1121... (a4— 1)! ff (w,— Ae, A on 


u=2 
Les deux formules (2) et (3) peuvent s’ecrire en une seule 
Kor rosen W 
A ales (a,— 1) nu Wy—W,)” Aen) 
‹=2 
L’iteration de cette formule conduit a la formule suivante 


7) en) = (а—1)!!... (ат-я— 1)! fJ (ш„—ю„)® ll )- 


15 < uc m 


Or, il est facile de voir que A (а— 1)!!, ce qui achève 
la demonstration de la formule (1). 


COVERING SPACES AND CARTESIAN PRODUCTS 


By TUDOR GANEA (Bucarest) 


1. Let {Ел}лел denote an arbitrary family, of any given 
potency, of connected, locally connected topological spaces; 
let E=PE, denote its cartesian product, with the usual to- 
pology +). 

The main purpose of this paper 1$ the proof of the fol- 
lowing results: 


1.1. Theorem. Necessary and sufficient for the simple con- 
nectedness of the space Е, is the simple connectedness of each 
space E}. 


1.2. Theorem. Necessary and sufficient for the space E to 
possess a simply connected covering space, is that: 

Each space E; possess a simply connected covering space 
(È, fa) and almost all the Ел, i. e. all except a finite number, 
be simply connected. 

Under these assumptions, letting E—PE;, pra: E— E, and 
f={fapra}, (Bi, f ) 13 а simply connected covering space of Е. 


1.3. Theorem. Necessary and sufficient for.the unicoherence 
of the space E, is the unicoherence of each space Ел. 

Our main 600], throughout the whole paper, is the theory 
of covering spaces, as developed in [4], p. 40-60. The link 
between covering spaces and unicoherence will be given by the 


1.4. Theorem. Necessary and sufficient for the connected, 
locally connected space S to be multicoherent, 18 that: 


1) All the necessary definitions are given in the next section of the 
paper. Numbers in brackets refer to the bibliography at the end of the 
paper. 
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S possess a regular cyclic infinite covering space (5, g), such 
that S=S,US,, where S, and S, are open, connected subsets of S, 


both evenly covered by (S, g). 


For finite products, the sufficiency part of (1.1) and (1.2} 
has already been established in [4] (p. 45, P. 1 and p. 52, L. 2). 
A proof thereof, suitably extended for arbitrary products, 
yields our Lemma (3.1), which is fundamental for the treat- 
ment we give of both our cases: the simply connected, as well 
as the unicoherent one. Since “pathwise simple connectedness” ?) 
and “simple connectedness”, defined in terms of covering 
spaces, are not even equivalent over the range of compact, 
arcwise and locally arcwise connected subsets of the euclidian 
3-space, [8], our Theorems (1.1) and (1.2) do not overlap with 
any classical results, for instance those in [9]. 

Under additional restrictions, particular cases of (1.3) have 
been proved long ago ([2], р. 204, T. 47; [10], р. 248; [5], p. 72, 
T. 5). The method of proof is essentially the same in all of 
them: it leans heavily on the technique of mappings into the 
circle. Therefore, a fundamental role is assigned to the nor- 
mality of spaces under consideration. 

However, beyond the range of normal, arcwise connected 
spaces, no general theorem concerning the unicoherence of 
cartesian products is at hand: this becomes fairly clear through 
a series of examples in a recent paper ([11], p. 431-432), where 
some properties of unicoherent, locally connected spaces are 
investigated, in the absence of any separation axiom. 


2. For convenience, we recall here some definitions. 


2.1. A topological space is a set of points in which open subsets have 
been selected, so as to satisfy the usual axioms ([3], p. 1). No separation 
axiom is assumed. A neighbourhood of a subset is an open set containing 
that subset. No distinction is made between a point and the set consisting 
of that single point. Let A be a subset of the topological space Е. A point 
is adherent to A if each of its neighbourhoods meets A; it is interior to A 
if it has a neighbourhood entirely contained in A ([3], p. 5-6). The set of 


all points adherent (interior) to A, is denoted as usual by A (A); finally 


let Fr М. Subspaces are taken with the relative topology ([31, 
р. 14.) No arewise connectedness is assumed: а space is connected if it is 


2) Ап arewise connected topological space is termed puthwise simply 
connected if each of its closed paths is deformable into a point. 
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not the union of two non-void disjoint open sets; it is locally connected 
when each neighbourhood of any point contains a connected neighbourhood 
of that point. 

Let p:X—>Y be a transformation and AcX; the contraction y of o 
to A is the transformation of A into Y defined by у(а) = g(a) for each 
aeAc X. If X is a space and g is onto, the strongest topology in Y for which фр 
is continuous is obtained by specifying Vc Y to be open if and only if g—1(V) 
is open in X ((3], р. 52). P(E) denotes the family of all the subsets of Е. 

Let (E;),,4 be an arbitrary family of topological spaces; its cartesian 
product PL, is the set of all the collections (r;),,4 with zyel,. Its 
customary topology is defined in terms of a base consisting of all the sets 
PU,, with each U, open іп 17, апі U, +Æ, for at most a finite set of 
subscripts ([3], р. 43). For ж = (Ta) APE, = E, ти is also denoted by 
pr, (a): thus Së is a single valued, continuous and open transformation 
of E onto E (31, р. 43, 46). The subset РХ, of PE,, defined by an = E, 
and А, =x, for A+, is denoted by E (x); with the relative topology it 
is homeomorphic to E, 

2.2. Let t f: :E>E be continuous, into. A subset ACE is termed evenly 
covered by (В, f) if [-1(A) is not empty and each component of }—1(А) is 
topologically mapped by f onto E ([4], p. 40, D. 2). A connected subset C 
of a set A evenly covered by (À, f). is itself evenly covered by (№, f); the 
components of f—1(C) are its intersections with the components of (A) 
((4], р. 41, L. 2). A covering space of the topological space № is a pair ( (È, f), 
formed by a connected, locally connected space B and a continuous шар f 
of Ё onto E, , such that each point of H possess a neighbourhood evenly 
covered by (J, f) ([4], p. 40, D. 3); f is then a local homeomorphism 
((4 p. 41), hence Е is itself connected and locally connected. Let (Ё. 1) 
be a covering space of Е, A a connected, locally connected subset of E, A 
an arbitrary component of f—!(4) and g the contraction of f to 4; ДЕ, g) 
is then a covering space of A ([4], р. 42, L. 5). The covering space ( (Ё, f) 
of E is trivial whenever f is univalent, hence a homeomorphism; if È con- 
tains an open set univalently mapped by f onto E, then (Ё, f) is trivial 
([4], р. 45, L. 1). A space is termed simply connected if it is connected, 
locally connected and each of its covering spaces is trivial ([4], р. 44, D. 1); 
a simply connected subspace of a space Е is evenly covered by any covering 
space of Е. Let (Ё, f) be a covering space of Е: 

2.3. If A and B are „open“ subsets of Е, both connected amd evenly 
covered by (Ё, f), then AUB is evenly covered by (В, f), provided Ап В 
is non-empty and connected. 


With „closed, locally connected“ instead of „open“, this is proved 
in [4] (р. 57, Г. 1), and quite a similar argument yields our (2.3). 


2.4. Although it is assumed throughout [4], the Hausdorff separation 
axiom for topological spaces is not required in the theory of covering 
spaces, there developed, except perhaps in L. 1, p. 51, which we proceed 
now to derive in the absence of any separation assumption: 
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Let X be a connected ЕРОС (Ў, 9) а covering space of the connected, 
locally connected yl Y,g' and e" two continuous maps of X into f. 
satisfying gp’ = яф’ on the whole of X. If, for at least ome point Zoe X, 
q' (1g) - 9" (zg), then q' —9'' holds on the whole of X ([4], p. 51, L. 1). 


In fact, let A be the set of all those ae.X with qg'(a)—qg"(a):mge À. 
Let beX be adherent to A; then gq’(b)=gq’’(b)eV, where V is open in Y 


and evenly covered by (T, g). Be T^, P" the components of g—!(V) contain- 
ing g'(b), p" (b). The continuity of both e and g^ implies the existence 
of an open Wsb with et EICH, o" (W)cV". There is an ge ANW, hence 
V'5o/ (a) -g/ (a) eV" and so V’=V”=V. For any xeW, o' (x) eV ag/ (a) and 
g9'(z)—99'" (x); since g is univalent on V, it results g'(x) =g" (x), hence 
xeA and beWc A. A is thus non-empty, open and closed in the connected X, 
ТЕ: 


2.5. Previous results on covering spaces and retracts [1], which have 
been proved in [6] under separation assumptions, are now valid and will 
be used when no separation assumption holds: 


Let A be a retract of the space Е; if E is simply connected, or possesses 
a simply connected covering space ( i, f) ), so does A; in the latler case, any 


component A of - КА) is a retract of E, and with g denoting the contraction 
of f to A, (A, g) is a simply connected covering space of A ([6]). 


2.6. Let (È, f) be a covering space of E; if f(@,)=f(a,), there exists 


at most one чи n of E onto itself, satisfying 5(0,)—49, and 
[n^ f on №. If for any pair dj, Ga, with f(@,)=f(@,), there exists such a homeo- 


morphism, (Ё, f) is termed regular; if the group of those homeomorphisms n, 
that satisfy fn =} on №, is isomorphic to the additive group of integers, 
the covering space (№, f) is termed cyclic infinite. 

3. Let {Еле д denote an arbitrary family of connected, lo- 
cally connected topological spaces; let E —JPE;. Then 

9.1. Lemma. Let (Й, f) be а covering space of E, and let 
U—PU, be open in Е and evenly covered by (à, f). For a fixed 
ue Л, assume E,{x) to be evenly covered by (E f) ) for any we E. 
Then, with V,—E, and Vz=Ua for A+y, V=PV, is again 
evenly covered by (Ж f). 

Proof3). E and V are connected and locally connected 
([3], р. 72, P. 6 and p. 75, P. 11). V is open in Е and UCT. 
For any z e E: 


$cE,2) and ve E,(y)( E,/2) implies E,(y) — Е (2) = E,(2). 


*) Modelled after the one in [4] (p. 45, P. 1). 
Racznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 3 


34 T. GANEA 


Call fiber any component of any set f^![ E,(x)], хе E. Since 
each E,(r) is by assumption evenly covered by (E. f), any 
fiber is topologically mapped by f onto some E,{x). 

Let V be an arbitrary component of f—(V) and Ü à com- 
ponent of (ПО), contained in V; U and V are open in the 
loeally connected E, and (Ў, у), with f contracted to V, 18 
a covering space of У ([4], р. 42, L. 5). Let Г be the union 
of all the fibers meeting U. We shall consecutively prove that: 


i) Г is univalently mapped by f onto V; 
i) ÜCTCŸ; 
ii) Г is open in È. 


By [4] (p. 45, L. 1), f is then a homeomorphism of V onto V, 
which is thus evenly Mee by (£f). 


i) Let 2 є Г, hence eeh, where F is a fiber meeting Ù: 


Je ОЕ. Notice that f(U)=U ара Е) = Е, (2) for some ze E. 
Then: 


v= {xa}= f(x) e H,(z) and у= {у} = (9) є UC EL), 


hence 2;— yac U;—V; for Аи. From a, e LH, =V, follows x eV, 
i. e. (OCH 

Let Mur take a y, « Un and let y= {ул}, with y;— 24 
for Ace = U;, for А-и, implies ye U and so there is a 
Ye Ü CS m j= y e E, (у). Ве Е the component of the set 
FRA, containing y. Since F is a Прет, Ye U ПЕ "ed 
RER, and since &e E,(y). there is an FeFCT with f(2 
= Ni gea els | 

Ве x,y el with f(%)=f(y)=2= {z,}. There exists fibers X 
and Y, such that: 2 e X, ye Y, Łe ш ne UY. 

z= f(w)efX)=E,(s) and z= f(y) ef( Pl Bali) — Es) = 
=H,(2)=E,(t) and Enge XUYC KE, S- "EE fn) є UN 
(Ег) follows UNEu@)=PW; with W,—E, and W;—2; 
for Àku; thus UNEu(z) is not empty and connected. Since 
f is topological on Ü, the set else! BA is topologically 
mapped by f onto U()#,(z). As such, it is connected, hence 
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contained in a component Р of f3[E,(z)]. Since X, Y, P are 
fibers, X —F—Y is implied by 


E e XU (^j —[E,(2)]C P D f-A[ E,(e (2)) YU (X э у. 


The univalence of f on Р, %,ÿeF and f(#)=f(%) imply =Ñ. 

1) Any GeË is obviously contained in some fiber, hence 
ОСГ. Since U and any fiber are connected, TER implies 
the connectedness of Г; f{T)=V implies that Г is contained 
in a component of ГКУ), and from UC Zar follows finally 
FeV: 

iii) Let F be an arbitrary fiber contained in Г. Our aim 
is to prove F=FCT, where Г is the interior of Tin В. From 


=| Vani ar 
ЕСГ ЕСГ 


follows then, that Г is open in E. The proof of F=FNI will 
be accomplished by showing FOr to be non-empty, open 
and closed in the connected subspace F. 

ЕСГ yields a CeF QU; U is open in E, hence UCT im- 
plies (ur: Ce FAQË: PAP is not empty 4) and open in F. 

Let oeh be adherent to La and let a= {a,}=f(a). Be 
N=PN,2a open in Е, evenly covered by (E, f), and let N 
denote the compcnent cf J-N) containing @. Since N is open 
in the locally connected E, there is a be N (FP and 


b — {ba} = f(b) e (NAM); 

this last set is open in Z, hence contains a ,,prismatic" neigh- 
bourhood M —PM; containing b. With Q;—.M; for A+ и and 
Qu=Nu, Q—PQ; is opel in Æ, hence МОГ 0) is open in #. 
Aue N,—Q, and a, beF implies ee nr for A= u; thus 
aeQ, hence Ze V (^ f-1(Q). Let «МГ „£= {x)= AE N NQ, 
Ya= 24 for 2+ и and y„e My; then хе j e and у= {ya} e MC 
CANANI), hence y=f(y) for some A Since М is evenly 
covered by CH, f) the ln of f to N is a homeomor- 
+) Our argument is simpler than one used for the same purpose 

in [4], р. 46. 
3* 


36 T. GANEA 


phism; thus NOE) is topologically mapped by f onto 
N(q4E,y)—PW;, where W,—N, and W,=2, for 1+u, as im- 
plied by we NME (y). As a consequence, NNE„(y) is con- 
nected and so is its topological image N^ f E,(y)], which 
is thus contained in some fiber Y. If a fiber meets Г, it is 
entirely contained in Г, hence 


Fe NOUEAy ICY and Fe Cr 
imply Y CI". It follows 
Fe МПОГЧЕ,(у)]СУСГ and thus Ne 3/3(9)C 1. 


Since NO) is open in E, Ge Nnf1{Q)Cr implies 
Gel’, hence Ze FOS and (3.1) is proved. 


3.2. Corollary. Let (Ef) be a covering space of E, and 
assume EA(x) be evenly covered by (Ё, f), for each AeA and each 
w є E. Then (E. f) is trivial. 

This results by repeated application of (3.1), starting with 


a ,prismatic" neighbourhood U =P U4, evenly covered by (hi, f) 
where U= E, for almost all the subscripts 1. 


4. We are now ready for the 

Proof of (1.1) and (1.2) (cf. also (7]). Necessary and suffi- 
cient for E to be connected and locally connected, is that 
each E; be so ([3], p. 72, P. 6 and p. 75, P. 11). For each de A 
and each we E, E; is homeomorphie to the subspace F(x) 
of E, which is in an obvious way a retract of Е. 

Since a simply connected subspace of E is evenly covered 
by any covering space of Е, (1.1) follows readily from (2.5) 
and (3.2). 

Suppose now E to admit a simply connected covering 
space (E, f): by (2.5) so does each Kat, hence each E;. Let 
U=PU,, with U;=E; for A+A,...,4n, be open in E, evenly 
covered by (E, f). For we U and A=A,,..-,;4n, Еда) СО and 
since it is connected, by [4] (p. 41, L. 2), E;(z) is evenly covered 
by (ii. f). By (2.5) any component Eia) of f [ E;(z)] is simply 
connected. Since f is à homeomorphism of Em) onto E(x), 
this set, hence also E;, is simply connected for A= 4/,,...,An. 
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Conversely, for each AeA, let (Ёд, fa) be the simply con- 
nected covering space of E}, and assume Е; simply connected 
for Ae Ann, dn, By (1.1) H=PR, is simply connected and 
f={fapra} maps continuously Ê onto E. With U,=E, for 
А А,...,4а, and Ол, open in Ед, evenly covered by (fa), 
for i=1l,...,n, U—PU, is easily seen to be open in Е and 
evenly covered by (E, f). 

5. Аз is well known [2 and 5], а connected space 6 is 
wnicoherent, whenever 8, (78, is connected, whatever be the 
,Closed" connected subsets 8,, Sa of S, with S=S,US,. Without 
any separation axiom, it has been shown in [11] that for locally 
connected spaces, the term ,,closed” may be replaced by „ореп”. 
A space which is not unicoherent, is termed multicoherent. 
We give now the 

Proof of (1.4). Assume S be multicoherent. Then: 

=N US, $1018,— G1U6G,, HN, 
where $,,8, are connected, G,,G, are non-empty and all of 
them are open ([11], p. 432, T. 3) in 8. Let N denote the ad- 
ditive group of integers, taken with the discrete topology, and 
let A be the set of the two digits 1 and 2. Let further 


Z= U S,x (2n--i)CS x N 
ієА, neN 


be taken with the relative topology. For any 2 є 4, uniquely 
determined 4 e A. ae № ү xe S, exist, such that 2= x (2%--$). 

If we SAS., let (2) = {z} є BiZ); if ce SNS=GUG,, 
аа, 0 mS SH € of S single le A with x є Gi; 
let then g(z)— (2; 2 х [2n+74 (—1)9} e PZ). Thus has been 
defined a fumo valued transformation g of Z into (Z), and 
for each ze Z, 2eq(z) while o9(2,)— 9(2,) holds if and only if 
2 € q(25). 

Topologize 8 —g(Z) with the strongest topology for which 
œ is continuous. For any U,CS;, ie A and ne N: 


9 19[U,x (2n+ i)]— 
=[0,х (2n4- DYU GNU) x [2n+ i+ (—1)+]} 


which shows, taking U, open in S, that ф is an open map. 
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As a consequence, since the open subset Z of XN is 
locally connected, so is S=9(Z). Each g[S;x (2n+1)] is con- 
nected, and, as easily seen so is also 5. For z=a x (2n+ i)e Z, 
let w=y(z): this defines a single valued, continuous and open 
map y of Z onto 8. Let finally: g— yg-!. Clearly д is a single 


valued transformation of S onto S, and since y and g are both 
continuous and open, so is g. For ie A, the definition of o 
implies: 

FS) 0 ol Six (20 Р. 


For fixed 2e A, the sets g[S,x (2n4-2)], ne ЇЇ, are con- 


nected, open in $, anıl no two of them meet: as such they 
аге the components of gë, Since each of them is univalently 
mapped by g onto S;, each component of g—1(S,) is topologically 


mapped by g onto 5; thus (S, g) 13 a Covering space of S and 
each Sr, 2e À, is evenly covered by (№, д). 
For arbitrary Z eS, xx (2n4-i) eg (2) and ke N, let 


Ent) = plo x [2(n ЕВ) #]). 


Since 
ge x (Zn +i)]=ple” x (2n" 4 $7)] 
and ke N imply 
ф{®' x [2(n +k) + i= pte” x [т o E) i], 
£, is, for any fixed ke N, a single valued transformation of R 
into itself, satisfying for each d e S 
0502) = фот {ах [2(n--k) + ?]) 9 — yo (2) = gT). 
For h,keN and any 8 e$: 


Entel) = Enp{# x [2(n-- k) J- 4]] — 
= {ах [2(n+ k+ h)4-1]] = вай), 
(*) 69) = (o x [2n4- 1) =, 
Enli) = {2 x [2(п- h)+ i]] = 
+ ofa x [2(n+k)+ il} £3) if hk. 
As a consequence, é;'=é_, hence each ё, is a univalent 
transformation of 4 onto itself. Since m is continuous and 
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open, each $, is open, and since the same holds for ZE, 
each & is a homeomorphism of $ onto itself. For Ù, Ù e Ù 
with g(à,)— g(à,), there exist x є S, ie A and m,neN such that 


gelos (2m4-i)]— 4,, plex (2n4- 2)] =ù. 


With k=n—me №, the regularity of (4, 9) follows now 
from: 


& (04) = {a x [2(m+ n—m) + =». 


Let © be the group of covering homeomorphisms of (S, g). 
Let £e ©, we 5, b= EQ) hence g(&)=g(b); as above there is a 
keN with &(@&)=b and gër=g=g¢ holds on Ñ; (2.4) implies 
£,— E on S, and from (*) follows that k—£, defines an iso- 
morphism of N onto ©. 

Conversely, by (2.3) the unicoherence of S implies the 
triviality of any covering space (8,9) of S, such that S=S,US,, 
with S, and S, open, connected and evenly covered by (9,9). 


‚ 6.1. Corollary. A simply connected ([4], р. 44, D. 1) space 
is unicoherent. 


6. Before we prove (1.3), we need the 


6.1. Lemma. Let S be a connected, locally connected space, and 


let (8, g) be a covering space of S. Assume S = ЈУ „, where each W « 
is connected, open in S, while the set {a} is of arbitrary potency. 
If the union of any finite, connected?) aggregate of sets Wa 
as evenly covered by (8,9), this covering space is trivial. 


Proof. For any two points 2,9, є there is a finite „chain” 
(Warn, Иа ipte Мо, ri) such that: =, 
бт =, ure Wa, > 41) g(Wa)=Wa, and me is a component 
of о Wal, for L= 0,...,v. In fact, the set H of all those points 
of 5, that may be ,,joined” to oe by such chains, is readily 
seen to be open and closed in the connected S; ù є Н implies 
then H—$. Assume now 9001) = g(25); then {We Wa} is 


5) That is, under suitable ordering, consecutive sets intersect. 
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clearly a finite, connected aggregate, hence W=\J"_, Wa, is 
evenly covered by (S, g). А simple induction yields 7,1, € W, 
W denoting the component of g-1(W) containing @,; the uni- 


6.2. Lemma. Jf A and B are open, connected, intersecting 
subsets of a connected, locally connected, unicoherent space S, 
then Fr( A) N\Fr(B)NFr(ANB)=0 implies the connectedness 
of AQB. 


This follows from [11] (р. 429, T. 1 (iv) and p. 435-436, C. 2). 


6.3. Lemma. Let (S, g) be a covering space of the connected, 
locally connected, wnicoherent space S. Let S=UWV, where U 
and V are open. Suppose each component of U and each com- 
ponent of V be evenly covered by (8,9). Then this covering space 
is trivial. 


Proof. Let {Wa} denote the family of all the compcnents 
of the two sets U and V; then S—UJW, and each W, is con- 
nected, open in the locally connected S and evenly covered 


by (8,9). On account of (6.1) it suffices to prove that the 
union of any finite, connected aggregate {Wa,,...,Wae,} of sets 
W,, is evenly covered by (5,9). 

By assumption, Wg, is evenly covered by (8,9). For 0 <8<7 
assume ALR, Wa, be evenly covered by (S, g) and let peA( 5, 
where B-—W,, ,. A and B are connected, open, intersecting 
sets, both evenly covered by (S,g). We aim to prove that 
AUB is itself evenly covered by (S,g), and, on account of (2.3), 
this will be accomplished by proving АГ В to be connected. 

If Fr(A)\NFr(B)NFr(ANDB)=0. this follows from (6.2). 

If ze Fr(A)JNFr(B)NFr(AND), then 


(*) we Wa, nU: ,Wa and *) we ttt Wa. 


Let И; denote a component of U or V containing x. Since 
W: is a neighbourhood of a, (*) implies the existence of a 


y € Wi: Was ы ы, 
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and so ye We NW, Wa) for some 0<k<s. Since each of 
the three sets We, Wa, "T Wa,, 18 a component of U or V, at 
least two of them are components of the same one of the two 
sets U and V. As such, since all three meet, at least two of 
them are equal. If Waspi Wags then BCA hence АГ BSB 
is connected. The other two possible relations W,, We, 
W:=Wa,,, are ruled out by ($), since each of them implies 
oe ИСО Wa. 

Thus, inductively, Ui o Wa, is evenly covered by (9,9). 

€. Finally: 


Proof of (1.3). The sufficiency part follows from (1.4), 
if we prove the triviality of any covering space (Hf) of E, 
such that E—LUJM, with L and М both open in Е, connected 
and evenly covered by (Ё, f). This triviality of (Ef) results 
from (3.2), if we prove that S— E,(«c) is evenly covered by (Ef) 
whatever be we ара we E. Let then 8 be an arbitrary com- 
ponent of /—:(8) and let g be the contraction of f to S: we 
shall prove that g maps topologically S onto S. Since S is 
a connected, locally connected subspace of E, by [4] (p. 42, 
L. 5 (8,9) is а covering space of 5. Let U=SQL, V-S(M; 
then S=U\WV ара U, V are open in S. As a connected subset 
of L or M, any component of U or V is evenly covered by 
VON ([4], р. 41, L.2), hence a fortiori by (S, g). The uni- 
coherence of E,, hence of S, and (6.3) imply finally the tri- 
viality of (8,9). 

Conversely, pra (Cu) is connected if so is C CE, and the 
unicoherence of Е implies that of each Hoe pr, (Е) ([12], 
р. 138, (2:21)). 
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SPECTRA AND SPECTRAL MANIFOLDS 
By PAUL В. HALmos (Chicago) 


§ 1. Statement of the problem. Suppose that A is a (bound- 
ed) normal operator on a (complex) Hilbert space 9 and 
that 3 is a (closed) subspace of § invariant under A. Let B 
be the restriction of A to $. In a preceding paper!) I began 
а Systematic study of operators such as В (operators that 
should perhaps be called subnormal) and presented an in- 
trinsic (though somewhat complicated) characterization of sub- 
normal operators. The main purpose of this note is to make 
a further contribution to the study of subnormal operators 
by investigating the relation between the spectrum of A and 
the spectrum, of B. 

Recall that, in general, the spectrum A(A) of an operator 
A is the set of all those complex numbers A for which the 
Operator А — å is not invertible. A related and useful concept, 
which is not quite as well known, is the approximate point 
spectrum cf A; it may be defined as the set //(A) of all those 
complex numbers À for which 


inf {| Ar— All: |z]|-1] — 0. 
The two perlinent facts concerning these concepts are that 
П(А)СЛ(А) for every operator A and that, if A is normal, 
then //(A)=A(A)?). Since throughout this paper I shall be 
concerned with a fixed normal operator A and its restrictions 
(such as B) to invariant subspaces (such as 3), it will be con- 
1) Normal dilations and extensions of operators, Summa Brasil. Math., 
fasc. 9, vol. 2 (1950). 
2) Cf., for instance, 831 of my recent book, Introduction to Hilbert 
space and the theory of spectral multiplicity, New York, 1951. 


44 P. R. HALMOS 


venient to write A(3) and ZS) instead of A(B) and I(B) 
respectively. (It is important to note that the invertibility 
of an operator such as B is defined in terms of its action on 
its domain Sj, and has nothing to do with the part of 9 out- 
side 3. In other words, the question of invertibility for, say, 
В— is the question of existence of a two-sided inverse of 
B—A with domain 3). 

An important and interesting class of invariant subspaces 
(where “invariant” means, of course, “invariant under A") is 
the class of all those invariant subspaces whose orthogonal 
complement is also invariant. Subspaces of this class are said 
to reduce A. Since the intersection of every class of reducing 
subspaces is a reducing subspace, it follows that to every in- 
variant subspace 3 there corresponds а unique minimal re- 
ducing subspace Я containing it. 

In the notaticn and terminology introduced above, the 
problem to be treated here becomes the study of the func- 
tion A— a function which makes correspond a set (5) of 
complex numbers to every invariant subspace 3 of 9. More 
specifically: if 3 and Я are invariant subspaces such that 
SCK, then what is the relation between A(S) and A(&)? It is 
an easy consequence of the positive results of this note that, 
in general, the sets A(3) and A(&) are not comparable. The 
positive results concern (a) the case in which 3 and Я are 
reducing subspaces (the facts here are essentially known and 
almost trivial), and (b) the case in which 3 is an arbitrary 
invariant subspace and Я is the minimal reducing subspace 
containing it (here the facts lie considerably deeper and the 
full force of the spectral theorem is apparently necessary to 
get at them). 

The spectral theorem will be used essentially in its clas- 
sical form. According to that theorem, to the operator A there 
corresponds a spectral measure Е, 1. е. a function that assigns 
a projection Е М) with domain 9 to every Borel subset М 
of the complex plane. (The range of E( M) will be denoted 
by &(M)). The relation between A and Е may be indicated, 
as usual, by writing 


A= [AdE (i), 
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where the integration is extended over the entire complex 
plane. The complement with respect to the complex plane of 
a set M of complex numbers will be denoted by М". 


§ 2. Solution of the problem. 


Theorem 1. If 5 and ЯХ are reducing subspaces such that XCR, 
then A(S)CA(R). 

Proof. It is no loss of generality (but merely a change 
of notation) to assume that R=. To say that I reduces A 
is equivalent to saying that the projection with range 3 com- 
mutes with A. If this is the case, and if 4—5 is invertible, 
then the projection with range 3 commutes with (4A-—4)-1 
also, or, equivalently, I reduces (A—A)—'. Since the restric- 
tion of (A—A)—! to 3 is obviously the inverse of the restric- 
tion of A—A to S, it follows that A є A(S3)’ whenever A e A()’, 
i. e. that A(3)CA(H) 3) 


Lemma 1. If M={A:|A|S1} and D={a:|A*a|Sicl, 
n=]1,2,..}, then D=E(M). 
Proof. If we @ (М), then 


ES ipa (bd E äs =) S? 


for every LAS integer n, and therefore E(M)CD. The re- 
mainder cf the proof will be devoted to establishing the re- 
verse inclusion. If 2 є Œ( M"), then 


Аар 18 dB(A) a, a) > 
M 
unless 2= 0, and therefore (CMD contains no non-zero 
vector. According to a theorem of Stone and Lengyel, the 
set D is a subspace of §, and the subspace D is invariant under 
every operator which commutes with A‘). Since E(M') com- 


3) An even easier proof of Theorem 1 can be given in terms of the 
approximate point spectrum. The proof above is preferable because it 
applies to not necessarily normal operators. 

4) B. А. Lengyel and M. Н. Stone, Elementary proof of the spectral 
theorem, Ann. Math. 37 (1936), pp. 853-864). Stone and Lengyel state the 
theorem for Hermitian operators only, but with a very slight modification 
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mutes with A, it follows that D is invariant under Е( М’) and 
therefore, since Е( М’) is Hermitian, D reduces E( M’). It fol- 
lows that if D is the projection with range D, then Е М’) 
commutes with D and hence that E(M’)D is the projection 
with range E(M’)ND. This implies that Z(M’)D=0 and hence 
that E(M)D=D; in other words DCE(M). 


Theorem 2. If 3 is an invariant subspace and if Я is the 
minimal reducing subspace containing З. then A(&) C A(SS) 5). 

Proof. Since the restriction of a normal operator to a re- 
ducing subspace is normal, there is no loss of generality in 
assuming that R= H. Denoting the restriction of A to 3 by B, 
I proceed to prove first that, if B is invertible, then so is A. 
Write B=||B—|| and let e be a positive number such that eß<1. If 


e Are ES er, ont 
and if we De and ye, then 
(0,9) = (ж, B" By) = (ж, A"B-"y) = (A*" ш, B^"). 
It follows that 
Кау" ByE eB)" ur 


and hence, since this is true for every positive integer n, that 
(v,y)=0. In other words ©, is contained in the orthogonal 
complement of 3. If М.={4:|1|==}, then it follows from an 
application of Lemma 1 to A/e in place of A that D,=E(M,) 
and consequently that SCE(M;). Since the subspace (М) 
reduces A, it follows that G(M,)= and hence that E(M,)— 0. 
This result, together with the spectral theorem, implies that: A 
is invertible. The conclusion of the theorem can now be de- 
duced as follows. If Ae A(Ÿ)', so that B— 1 is invertible, then, 
since 3 is invariant under the normal operator A— À and since 
the minimal subspace containing 9 and reducing A—4 is 9, 


their proof establishes the result for normal operators as well. The modi- 
fication, together with a slight simplification of their proof, appears in my 
paper, Commutativity and spectral properties of normal operators, Acta 
Szeged 12 (1950), p. 153-156. 

6) In terms of the language of subnormal operators, Theorem 2 asserts 
that in passing from a subnormal operator to its minimal normal extension 
the spectrum can only decrease. 
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it follows that A—A is invertible. In other words, if À e A(SY)', 
then AeA(9H)’ and therefore A(S)CA(S). 

It is worth noting that the inclusion relation asserted in 
Theorem 2 is not in general an equality. An example is ob- 
tained by considering a separable Hilbert space § with a com- 
plete orthonormal sequence (24:7 — 0, 4-1, +2,...} and defining 
А by Az,4— $444. If S is the subspace spanned by the z,'s with 
n >0 and if R=, then it is а not particularly difficult exer- 
cise to show that A(S) is the closed unit disc, whereas A(R) 
is only the circumference. 


§ 3. Application to spectral manifolds. The main result of 
§ 2 can be applied to obtain a new, rather simple, and com- 
pletely geometric characterization of the spectral manifolds 
(i.e. the subspaces &(M)) of a normal operator. I present 
this characterizaticn because I hope that it, or some reason- 
able analog of it, may turn out to be useful in the study of 
not necessarily normal operators, and because it sheds some 
light on the geometric behavior of normal operators also. 
(Note that in the sequel, although the statements of the re- 
sults and the methods of the proofs refer to normal operators 
only, the definitions make sense in the most general case). 

If М is any set of complex numbers, I write %(M) for the 
subspace of § spanned by the class of all those invariant sub- 
spaces I for which A(S)CM. The consideration of subspaces 
such as %(M) is rather natural from the geometric point of 
view; it is an attempt to sort out those parts of the space § 
on which the “proper values’ of A lie in a prescribed part 
of the complex plane. Clearly each subspace (M) is neces- 
sarily invariant. (Warning: the definition does not imply, and 
it is in fact not true, that the spectrum of the restriction of 
A to (М) is contained in M.) 

The definition in the preceding paragraph can he given 
for reducing subspaces in place of invariant subspaces. I in- 
troduce the subspace ®( М) spanned by the class of all those 
reducing subspaces $ for which A(S)C.M. The characterization 
theorem mentioned above is that (М) = (М) whenever the 
left side of the equation is defined. The consideration of the 
subspaces ©(M) is a technical device. To prove that E=%. 
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it is convenient to prove first that Œ—G (this turns out to 
depend on a spectral-theoretic argument independent of the 
results of $ 2), and second that = (and this depends in 
an essential way on Theorem 2). The equaticn E = (5 is itself 
a geometric characterization of the spectral manifclds; since, 
however, the requirement that a subspace be reducing is more 
stringent than that it be invariant, the equaticn $ = is likely 
to be easier to apply. The preceding comment implicitly ccn- 
tains half the proof of the equation %=®. More precisely: 
since ©(M) is the span of a smaller class of subspaces than 
the one used to define (М), it follows that @(М)С (М) for 
every set M. 


Lemma 2. If M is а Borel set, then &(M)-— G( M). 

Proof. If М is a compact subset of the complex plane, 
if A, №’, and if е is the distance from A, to N, then, for every 
vector 2 in E(N), it follows that 


[42—26 TI aldi H(A) m, в) =. 
N 
Since this implies that A, e J/(€(N))’, it follows that A, e A(E(N))’ 
and consequently, since A, is arbitrary in N’, that A(E(N))CN. 
The definition of © implies now that E(N)C6(N). In other 
words, I have proved so far that (Y( M)C(5(.M) whenever М is 
compact. If M is not compact, consider compact subsets N 
of M; since 
(£( N)CG(N)CG(M) 


for every such N, it follows from the regularity of spectral 
measures 9) that E(M)CG(M) for every Borel set М. 

To prove the reverse inclusicn, it is sufficient to prove 
that if J is a reducing subspace such that A(S)CM, then 
SCE(M), or, equivalently, that under these conditions J is 
orthogonal to E(M’). Let P be the projection on $. Since Р 
is a Hermitian operator that commutes with A, it follows 
that P commutes with E(N) for every Borel set N. Since, 
therefore, E(N)P is the projection with range E(N\NS, the 
assertion that 3 is orthogonal to E(N) is equivalent to either 
of the assertions E(N)P=0 or &(N)M3=H (where denotes 


6) Зее my paper in Acta Szeged, referred to in footnote *). 
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the trivial subspace containing 0 only). If now Же М", then 
there exists a positive number = such that 


Lie д |22] 


whenever v є 5. If N={A:|A—A,|<e/2}, and if we (№), then 


аа Agel? Tä AoA BA) а) let 
N 


so that, unless х=0, x does not belong to 3. Since this means 
that €(N)M3=, it follows that E(N)P—0. In other words, 
each point 4, in М’ has a neighborhood N such that E(N)P — 0. 
The separability of the complex plane and the countable ad- 
ditivity of E imply then that E(M')P—0; this completes 
the proof. 

Theorem 3. Jf M is a Borel set, then €(M)=%(M) ?). 

Proof. It is sufficient to prove that %(M)C6(M), and 
this is true, in fact, for an arbitrary set М. Suppose, indeed, 
that 5 is an invariant subspace such that A(S)CM, and let Я 
be the minimal reducing subspace containing 3. Since, by 
Theorem 2, A(R)CM, and since SCRCG(M), it follows that 
whenever A(S)CM, then SCG( M). The definition of ei M) 
implies now that &(.M)C 6(.M). 


7) This characterization of €(M) is somewhat similar to (but quite 
a bit simpler than) a characterization that is given in my Acta Szeged 
paper, referred to im footnote‘). It is worth while to note that the com- 
mutativity theorem for normal operators can be deduced from the present 
characterization just as easily as from that earlier one. 


University of Chicago. 
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SUR LES PROPRIETES DE PERMANENCE 
DE CERTAINS ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES 


Par J. DIEUDONNE (Nancy) 


1. On sait que les travaux de L. Schwartz sur les distri- 
butions [6]!) ont montré, dans ces dernieres années, que les 
espaces normes, pour utiles qu’ils soient, ne suffisaient pas 
pour les applications à l’Analyse fonctionnelle; d'autres espaces 
vectoriels topologiques (localement convexes, mais en général 
non métrisables) s’averent indispensables. N. Bourbaki a re- 
marqué récemment que les espaces normés, aussi bien que les 
espaces qui interviennent dans les travaux de Schwartz, ren- 
trent tous dans deux catégories générales qu'il appelle les 
espaces bornologiques et les espaces tonneles [3]?); ces derniers 
en particulier tirent leur importance en Analyse fonctionnelle 
du fait que ce sont précisément ceux, ой sont valables les 
théorémes sur les limites de suites d'applications linéaires, dé- 
montrés d'abord pour les espaces normés complets par les 
deux profonds mathématiciens polonais S. Banach et H. Stein- 
haus dans leur mémoire classique [1]. En outre, ces deux 
catégories d'espaces présentent d'intéressantes propriétés de 
permanence pour plusieurs des opérations courantes sur les 
espaces vactoriels topologiques: par exemple, tout quotient, 
tout produit dénombrable, toute limite inductive d'espaces 
bornologiques (ou tonnelés) est un espace bornologique (ou 
tonnelé). Par contre, un sous-espace d’un espace bornologique 
(ou tonnelé) E n'est pas nécessairement un espace bornolo- 


1) Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie placée 
à la fin de cet article. 

2) Nous conservons dans cet article la terminologie et les notations. 
de [3] et [4]. 
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gique (ou tonnelé); nous nous proposons de montrer dans се 
travail que cette propriété de permanence est toutefois vraie 
si on suppose que le sous-espace soit de codimension finie 
dans E (mais pas nécessairement fermé dans E). 

2. Nous commencerons par établir, à l’aide une méthode 
directe (qui nous servira par la suite), un théoréme démontré 
de facon assez compliquée par С. Mackey ([5], p. 179, théo- 
reme IV-8). Soit E un espace vectoriel sur le corps des nom- 
bres complexes?), et E* Pespace dual algébrique de E (espace 
vectoriel de toutes les formes linéaires sur E); soit Е’ un sous- 
espace vectoriel de E*, dense dans Е* pour la topologie faible 
o(E*,E), ce qui signifie encore que Е et Е’ sont en dualité 
faible. Nous appellerons clöture*) de Е’ sous-espace vectoriel 
E' de E*, constitué par les formes linéaires x’ qui restent bor- 
nées dans toute partie de E bornée pour la topologie faible 
c(E,E'); et nous dirons que Е’ est clos 5) dans E* si Е. 


Remarquons maintenant que dire que |<#,#’>|<a pour tout 
élément x d'un ensemble faiblement borné BCE signifie que 
д’ e aB?, en désignant par 5? l'ensemble polaire de B dans Е*.. 
D'autre part ([3], p. 6, corollaire de la proposition 1), un sy- 
stéme fondamental d'ensemble bornes®) dans Е (pour la topo- 
logie o(E, E')) est obtenu en prenant les ensembles polaires Ро 
des tonneaux de Е’ (pour la topologie faible c(E', E)). Comme 
on sait que P% est l’adherence dans E* (pour la topologie 
c(E*,E)) de P ([4], p. 64, prop. 1), on a donc la proposition 
suivante, qui caractérise la clôture de Е": 


Proposition 1. Pour tout tonneau P dans E' (pour la to- 
pologie o(E',E)), soit P l’adhérence de Р dans E* (pour la to- 
pologie o(E*,E)), et Ep le sous-espace de E* engendré par P; 
la clóture de E’ dans E* est Vintersection des sous-espaces Ep 
lorsque Р parcourt l’ensemble des tonneaux de Е’. 


Démontrons alors le théorème de Mackey précité: 


3) On traiterait exactement de la méme maniere les espaces vecto- 
riels sur le corps des nombres reels. 

1) Bounded closure" dans la terminologie de Mackey ([5], p. 175). 

5) „Boundedly closed" dans la terminologie de Mackey. 

6) Un ensemble de parties bornées de E est dit systéme fondamental 
d'ensembles bornés si toute partie bornée de E est contenue dans une partie 
bornée de l'ensemble considére. 


4% 
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Théorème 1. Si le sous-espace E' de E* est clos, et У’ est 
un sous-espace de E* de dimension finie, E'+V’ est clos dans E*. 


Il suffit evidemment de demontrer le théoreme lorsque У’ 
est un sous-espace de dimension 1, engendré par un élément 
и є Е* n’appartenant pas à Е’. Cela revient a la propriété 
suivante: si v est un élément quelconque de E* n’appartenant 
pas à Е’- У’, il existe, dans E'--V', un tonneau P tel que v 
n’appartienne pas au sous-espace de E* engendré par P. Par 
hypothèse, il existe nn tonneau Q, dans LW’ tel que v n'appar- 
tienne pas au sous-espace engendré par Q,. Si l'interseetion 
de ce sous-espace et du plan U', défini par и et v, se réduit 
à 0, nous prendrons 9 =0,. Sinon, cette intersection est de 
dimension 1. Soit 2050 un de ses éléments. En vertu de l'hy- 
pothése, il existe un tonneau Q, dans E’ tel que w n’appar- 
tienne pas au sous-espace de E* engendré par Q,; nous pren- 
drons alors Q = 4, (0, (il est clair que Q est un tonneau dans E"). 
Comme QCQ,(4Q,, on voit que, dans tous les cas, le sous- 
espace W', engendré par Q, a une intersection avec U’ ré- 
duite à 0. Soit alors S l'ensemble des points de E* de la forme 
Au avec |Al<1. S est compact pour la topologie o(E*,E), et, 
par suite, Q+ S, somme d'un ensemble compact et d'un en- 
semble fermé, est aussi fermé ([2], p. 32, exercice 15). Il est 
clair, d'autre part, que Qy— (Q-- BICHEL) est un tonneau 
dans E'--V'. Comme Q,C Q-- S, le sous-espace de E*, engendré 
par Q,, est contenu dans le sous-espace engendré par Q+S, 
c’est-à-dire dans W'--V'; mais par construction, v n'appar- 
tient pas à W'--V', ce qui démontre le théorème. 


3. Nous allons maintenant démontrer la premiére propriété 
de permanence annoncée dans l’introduction. 


Théoréme 2. Soient E un espace bornologique, H un sous- 
espace vectoriel de E de codimension finie; alors H (muni de la 
topologie induite par celle de E) est un espace bornologique. 

Par récurrence sur la codimension de H, on peut évidem- 
ment se ramener au cas, ou cette codimension est égale à 1, 
c’est-à-dire, où H est un hyperplan dans E. Si H est fermé 
dans E, le théoréme est évident, car H est alors isomorphe 
à un espace quotient de E (le quotient de E par un supplé- 
mentaire de H). On peut done supposer que H soit partout 
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dense dans E. Soit u une forme linéaire sur Е (élément de Ei 
telle que <7,u>=0 soit une équation de H; la forme и п’ар- 
partient done pas à E'. Nous désignerons par V' le sous-espace 
(de dimension 1) de E*, engendré par u, et poserons F’= E'-4-V'. 
Utilisons maintenant la caractérisation des espaces bornolo- 
giques, donnée dans la proposition 5 de [3]; il en résulte d'abord 
que E' est clos. D’apres le théoréme 1 démontré ci-dessus, 
E'--V'-—F' est aussi clos; par suite, l'espace E, muni de la 
topologie т(Е, Е’), est un espace bornologique. En outre, pour 
cette topologie, H est cette fois un hyperplan fermé de £; 
le théoréme sera donc démontré si nous établissons que les 
topologies induites sur H par т(Е, Е’) et par т(Е,Е') sont 
identiques. 

П nous faut pour cela examiner les parties de F’ qui sont 
convexes, cerclées et faiblement compactes (c'est-à-dire com- 
pactes pour o(#*,#)). Désignons par Sa la partie de У’, formée 
des Au avec |Al<a; Sa est convexe, cerclée et faiblement com- 
pacte, et, par suite, si A est une partie convexe, cerclée et 
faiblement compacte de Е’, К+ S, est convexe, cerclée et 
faiblement compacte dans F’. En outre, il est clair que la 
trace sur Н de l'ensemble polaire (K+ Sa)? est identique à la 
trace de К°: D’après la définition des topologies т(Е, Е’) et 
т(Е, Е’), la proposition sera démontrée si nous montrons que 
tout ensemble convexe, cerclé et faiblement compact M de F” 
est contenu dans un esnemble de la forme K + Sg. 

Pour cela, remarquons que tout point x' e М se met d'une 
seule maniere sous la forme y’+ Au, ou у’ є Е’. Nous allons 
montrer que, lorsque x’ parcourt M, l’ensemble des |A| est 
majoré par un nombre a>0, et que l’adherence dans Е’ de 
l’ensemble des у’ est un ensemble faiblement compact К; il 
en résultera que М est contenu dans K -+ Sa. Or, comme F’ 
est clos, il existe dans Е’ un tonneau P tel que le sous-espace 
vectoriel E» de E*, engendré par P, ait une intersection avec У’ 
qui soit réduite à 0 (proposition 1). Comme P est fermé dans E', 
on à Е’Г\Р=Р, et, par suite, F'(q(P-- 5,)=Р+ S, ce qui, 
par méme raisonnement que dans la démonstration du théo- 
rème 1, prouve que P+ S, est un tonneau dans Е’. Comme М 
est compact dans F’, le théoréme 2 de [3] montre alors qu'il 
existe un а> 0 tel que MCa(P + 8,), ce qui établit que lilia 
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pour tout ee M. Soit ensuite N la projection de M sur Е’, 
ensemble de у’, et soit § un ultrafiltre sur N; # est la pro- 
jection d’un filtre © sur М, et si ©, est un ultrafiltre sur M 
plus fin que ©, la projection de ©, sur N est un ultrafiltre 
plus fin que $, donc identique à %. Cela étant, l’ultrafiltre ©, 
converge par hypothèse vers e M, et d’après ce que nous 
venons de voir, la projection de ©, sur Г’, qui est une base 
d’ultrafiltre sur Sa, converge vers An e ба; on еп déduit que $ 
converge vers 20 — 4и, qui est nécessairement contenu dans P 
puisque NCP. Comme z4— Aqu e Е’, on a 20 — 4и є PCE’, ce 
qui achève la démonstration, en prouvant que l’adhérence 
Че N dans E’ est compacte. 


4. Théorème 3. Soient E un espace tonnele, Н un sous-espace 
vectoriel de E de codimension finie; alors H est un espace tonnelé. 


Raisonnant comme dans la démonstration du théoréme 2, 
on se ramène d'abord au cas, où Н est un hyperplan dans Е, 
et, comme le théoréme est évident si H est fermé, on peut 
supposer que H est partout dense dans E; и, V’ et F’ auront 
le méme sens que dans la démonstration du theoreme 2. Nous 
allons montrer que l'espace E, muni de la topologie dE, RT), 
est tonnelé. Il suffira pour cela ((3], proposition 2) de prouver 
que tout ensemble M, contenu dans F’ et faiblement borne, 
est faiblement relativement compact dans F’ (le qualificatif 
faible" se rapportant toujours à o(E*,E)). Pour cela, nous 
prouverons que M est contenu dans un ensemble de la forme 
К-- 8, ой К est faiblement compact et contenu dans Е’, 
et S, a la méme signification que dans le théoreme 2. 

Prouvons d'abord que, si 2' = y'-l- Au, |A| reste borné lors- 
que z' parcourt M. Supposons le contraire; il existerait done 
une suite (£a) d'éléments de M telle que, si %,=Yn+ Ant, |An| 


1 | : 
tende vers +00. On а u——#,——y,. Comme la suite (vj) 
^n ^n 


Pa. Р 
est faiblement bornée, la suite (5 2 tend faiblement vers 0, donc 
1 
Àn 
est contenue dans EK’ et faiblement bornée. Comme Е est ton- 


la suite ( — va} tend faiblement vers w. Or, cette derniére suite 
\ 


1 1 
nelé, l'ensemble des — = уп est contenu dans une partie faible- 
^n 
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ment compacte de Е’, ((3], proposition 2), et, par suite, u ap- 
partiendrait aussi à Е’, се qui est absurde. 

Cela étant, si |A| xta lorsque »' parcourt М, l'ensemble des 
у’ =" — Au est faiblement borné, donc contenu dans une partie 
faiblement compacte К de E’, ce qui prouve que M est con- 
tenu dans K + Ng. 

Ce résultat s'applique en particulier à toute partie faible- 
ment compacte M de F’, et montre donc, comme dans le théo- 
reme 2, que, sur H, les topologies induites par dE. Е’) et т(Е, E") 
sont identiques. Mais, pour la topologie т(Е,Е'), Н est un 
hyperplan fermé de l'espace tonnelé E, donc est tonnelé, ce 
qui acheve de démontrer le théoréme 3. 
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A NOTE ON CAUCHY’S PROBLEM 
By EINAR Ниле (New Haven, Conn., U.S. A.) 


1. Introduetion. This note contains some comments on the 
problem of Cauchy for a class of linear operator equations 
including linear partial differential equations. We start with 
the latter special case. 


Let En, № 21, be the real Euclidean space of m dimensions 
with points w=(¢,,...,ém). Let Aplin], j,k=1,2,...,p, be linear 
differential operators with respect to the variables &,,..., бт, 
with coefficients which are continuous functions of y in En 
and do not involve the variable t. Consider the system of 
linear partial differential equations 


р 

| du ^ | А | 
(1.1) = № Ant] (j—1,2,..., p), 

k—1 
or in vector form 
oy 

(1.2) 3 = Un, 
where 
(1.3) Y= Uns +++) Mp) {= (А уд). 


Let У be a complex B-space whose elements are vectors 
y(æ)= (71(х),...,7р(%)) with n(x) defined for all em Em. We 
may formulate a Cauchy problem for (1.2) as follows: 


For a given Gel le Y it is required to find a vector 
(2,0) = yUn,05 Yol -)] 


such that (1) 4(2,t) satisfies (1.2) for every Ce Em, t > 0, (1) y(-,t) 
and y\°,t) are in У for t>0, (11) y(:,t) is an absolutely con- 
tinuous function of t for t>0, and (iv) 


(1.4) strong lim y(-,t)= 7%"). 
140 
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Here condition (iii) is understood to imply that y,(-,t) is 
a Bochner integrable function of ¢ in any interval (a,f), 
0<a<ß<oo, and, in conjunction with (iv), that 


t 
(1.5) Tod 185 уо] = y: 543 Yol—Yol -). 
0 


J. Hadamard (see for instance, [2], p. 4) calls a Cauchy 

problem “correctly set” if there is one and only one solution 
of the system of partial differential equations satisfying the 
auxiliary conditions. In our case it is desirable both to limit 
the admissible initial values y,(-) and to impose a condition 
of growth on the admissible solutions as functions of t. Let Y, 
be a linear subspace of Y. We shall say that Cauchy’s pro- 
blem for equation (1.2) is solvable [Ү,; О] if for every yy є Yo 
there 1s one and only one funtcion y(-,t) satisfying conditions 
(i)-(iv), with y(-,t)e Y, for t>0, together with a given order 
relation O. 
. Various order relations will be specified in the following. 
While they are largely chosen ad hoc, they do single out an 
important class of solutions, namely those obtainable by ap- 
plying a semi-group of linear bounded operators to the ele- 
ments of Y,. That Cauchy’s problem, when correctly set, 
leads to group theoretical considerations has been emphasized 
by Hadamard (see [2], p. 53-55 and [3]) who arrived at this 
conclusion by an analysis of the major premise of Huygens’ 
principle. An attempt to fit these phenomena into the general 
theory of semi-groups of linear operators was made by the 
author in Chapter XX of [5]. The present note puts some of 
my previous results on a firmer and more general basis and 
gives them a more precise form. 


2. Review of semi-group theory. For the following discus- 
sion the reader will need some knowledge of the theory of 
semi-groups of linear bounded operators. A detailed account 
is to be found in [5], which should be compared with Yo- 
sida [7], but the reader might find the following summary 
helpful. 
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Let Y be a complex B-space with elements у. Let 
{T(t)|O0St<oo} be a family of linear bounded operators on Y 
to itself. T(t) is a semi-group if 
(2.1) T(t, +t.) = T(t,) T(t.) (Oh, 1, <оо). 


We assume that 7(0)=/ and that T(t) is strongly right-con- 
tinuous at the origin, that is 


(2.2) strong lim T(t)y— y 
#10 
for every ye У. It is known that this implies 
(2.3) strong lim T(t)y=T(t,)y (t9 = 9), 
>t, 
and 
(2.4) lim + log |T (t)|| S о <oo. 
1-0 ! 
Further 
(2.5) strong lim [Ту у=] 
to 


exists for y in a set D[A] dense in Y. A is a linear closed oper- 
ator and is known as the infinitesimal generator of the semi- 
group. It is bounded if and only if 


(2.6) lim | T(t) — I||— 0. 
t40 


For (A) > о, the operator AI—A has a bounded inverse 
R(4; A) so that 


(2.7) (AL—A)R(A; A)y=y, Heft, 
(2.8) R(4; A)(AI—A)y=y, yeD[A]. 
and 
(2.9) R(A; А)[у]= fe-*2(t)Lylat, (л) > o. 
0 
Conversely, for every ye Y 
(2.10) T(t)[y]— strong lim і? sit AJ [y]. 
Reeg t t 
Finally we have 
d 


(2.11) 3:5 Wild Till T( A[y], ye DLA], 


and this is Базе for the following discussion. 
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3. A general Cauchy problem. As above let Y be a com- 
plex B-space with elements y and let Y, be a linear subspace 
of Y. Let U be a linear operator on Y to itself and consider 
the equation 
(3.1) у (t) = ULy(t)], 


where the dash indicates the strong derivative of y(t) with 
respect to t, that is, 


D 1 = 
(3.2) lim сие h)— y(t)]— y (t) 
h>0 


= 


In analogy with the classical case we formulate the fol- 
lowing 

Cauchy Problem. Given an element y, e Y, find a function 
y(t) on (0, со) to У such that (1) y(t) satisfies (3.1) рт t>0, 
(11) y(t) and у (1) are in Y for fixed t > 0, (iii) y(t) is an absolutely 
continuous function of t, and (iv) 


{3.3) strong lim y(t)= Yo. 
t40 


We say that this problem is solvable | Yo, O] tf to every y, of 
a given linear subspace Y, there exists one and only one func- 
tion y(t) in У, satisfying conditions (1)-(iv) as well as a pre- 
scribed order relation O. 

The basis for the discussion is the following uniqueness 
theorem. 


Theorem 1. Suppose that U is a closed linear operator 
whose domain is dense in Y. Suppose that its resolvent К(А; U) 
exists for A>A,=0 and that lim sup A|R(A; U)|«oo. Then 

1>00 


for any choice of y, in Y the Cauchy problem for equation (3.1) 
has at most one solution satisfying 


(3.4) lim sup t log |y (£)||« со. 
[>00 ` 


Proof. Suppose contrariwise that for a particular choice 
of y, there were two solutions y,(f) and y(t) satisfying con- 
ditions (i)-(iv) аз well as (3.4). Then their difference y(t)= 
== y,(t)— Y(t) satisfies (i)-(iii) and (3.4) while (iv) is replaced by 


(3.5) strong lim y(t)= 0. 
t40 
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Suppose that the actual value of the left member of (3.4) is т- 
For A>r we form 


(3.6) L(À; y) = f «wa; 
0 
clearly the integral exists and defines an element of Y. By 
virtue of (ii) the integrand belongs to D[U], the domain of U, 
for every t, 0<t<oo. We shall show that L(4;y)« D[U] and 
evaluate U[.L(A; y)]. 
For this purpose take 0<a<f<oo and form 


8 B B 

[evt oat- | e—^ty' (t) dt [еМ y(t) J8-+ A [e-*ty(t) dt, 
where the integral in the second member exists by condi- 

tion (11). As a—>0, Воо, the integrated part tends to zero 
so the third member tends to the limit AL(4; y). Setting 


В 
Lin f) — f eftt) dt, 


«a 


we shall prove that 
(3.7) U| Lag( 45 4)]=Leg(à; Uly)). 


Since U is normally an unbounded operator, this requires 
a fairly elaborate argument based on the closure of U and 
properties of the resolvent. 

By assumption there exists a finite M such that 


(3.8) k| Re; USM, k= +1. 


From 
kR(k; U)y —Rh(k; U)Uy+y, ye HU, 


we conclude that 


(3.9) strong lim kR(k; U)y=y, 
Ro 


to start with for y є D[ U], and hence for all y by the Banach- 
Steinhaus theorem, since D[U] is dense in Y and (3.8) holds. 
Further, for fixed k=A,+1, the operator 


kU R(k; U)\=k[kR(k; U)— I] 


is bounded with a norm not exceeding k(M-+1). 
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It follows that we may operate with kU Kik: U) on Las(}; y) 
by interchanging operation and integration so that 


k U R(k; U)[Las(A; y)] —Lag( 4; k U R(k; U)y) 
or, since y(t) « DLU] for t>0, 
Ulk Rk; U)[LaglA; y)]) =LastÀ; k R(k; U) ОУ]. 


Here we let k>oo. The element between the braces on the 
left converges strongly to Las'A; y) by (3.9). On the right 
hand side 

k R(k; U)(Uy(t)]> ULy(t)J= y (t) 


for every $. Moreover, the functions occuring on the left in 
this relation are strongly measurable for each k=A,+1 and 
their norms do not exceed the Lebesgue integrable function 
AM|y'(t)|. It follows that we can pass to the limit with k under 
the sign of integration so that 


Lop (a; kR(k, U)[ Uy])  Log(4; Uy). 


Now U being closed it follows that Lug(A; y) e D[U] and (3.7) 
holds. We may then let a—0, боо in (3.7). The quantity 
between the braces converges to L(A; у) and the right hand 
side was seen to tend to AL(4; y). Using the closure of U once 
more, we see that L(4; y) e D[U] and U[L(A; y)]— AL(À; y) or 


(AL— U)L(à; у)= 0 
for A>r. Taking л> max (A,,r), we then have 


RA; U)(AI— U) L(A; у) = 0 
or 
L(A; y)=0. 


But if the Laplace transform of a continuous function vanishes 
identically for all large values of 4, then the function is iden- 
tically zero, so that y(t)==0 or y,(t)==y,(t). Hence the solu- 
tion is unique whenever 1 exists. This completes the proof. 


4. Solvability of Cauchy’s problem. We say that а solution 
of Cauchy’s problem for equation (3.1) satisfying condition (3.4) 
is of normal type and the problem is solvable [Y o; N] if a (uni- 


62 EINAR HILLE 


que) solution of normal type exist for every yg є Yy. The problem 
i$ solvable ( Yo; N(w)] if (3.4) holds in the stronger form 


| 1 
(4.1) lim sup — log Watt: ell oe — yo € Yo. 
1->оо t 


and ( Yo; NB(w)] if the condition reads 
(4.2) y(t; Yo) SM vole", Yoe Yo, 


where о and М are fixed constants. We shall prove various 
theorems linking these notions with the theory of semi-groups. 


Theorem 2. If U is bounded, then Cauchy’s problem for 
equation (3.1) is solvable [Y; NB(|U|)] and the solution is 


(4.3) Y(t; Yo) = exp(tU)[yo], Yo € P, 


Proof. The exponential function being defined by the usual 
series, 16 15 a simple matter to verify that (4.3) gives a solu- 
tion and that (4.2) holds with M=1, w=||U |. U being bounded, 
RU: U) exists for |4| »|U| and AR(A; U) is holomorphic at in- 
finity so that the conditions of Theorem 1 are satisfied and 
(4.3) gives the only solution of normal type. 


Theorem 3. If U is the infinitesimal generator of a semi- 
group {T(t)\O=St<oo} satisfying (2.2) and (2.4) then Cauchy’s 
problem is solvable [DUU], NB(w)], the solution being 


(4.4) y(t; Yo) = T(t[yol Yoe DIU]. 


Proof. Formula (2.11) shows that (4.4) gives a solution 
and this is the only one of normal type for A(A; U) exists 
when R(A)>w and (2.9) shows that A|R(4; U)| stays bounded 
as Ja, 

Here it should be observed that the operator T(t) is de- 
fined for all of Y and not merely on D[U], but we cannot 
assert that (4.4) satisfies (3.1) for y, outside of D[U]. A counter- 
example is given in section 5 below. 


Theorem 4. If U is a closed operator of domain ОГО] dense 
in Y, if AR(A; U) exists and is a contraction operator for large 
positive A, then U is the infinitesimal generator of a semi-group 
of contraction operators T(t) satisfying condition (2.2) and (2.4) 
with w=0 and the conclusions of Theorem З hold. 
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For a proof see Hille [5], Theorem 12.21 and [6], and 
Yosida [7]. 


Theorem 5. Let the operator U satisfy the assumptions of 
Theorem J. If Cauchy’s problem for equation (3.1) is solvable 
[DLU], NB(a)], then U is the infinitesimal generator of a semi- 
group {T(t)|0 St <oco} of linear bounded operators satisfying (2.2) 
and (2.4) with оа and the solution is given by (4.4). 

Proof. Suppose that y(t; Yo) is the solution of (3.1) cor- 
responding to y, e D[U]. It satisfies (4.2) with о replaced by а 
so that we ean form 


(4.5) A)LVo] =f —Aty (ts yg) d A> a. 


Proceeding as in the proof of Theorem 1 we see that 


(4I — О) F(A) [Ус] = Vo; 


whence it follows that 
(4.6) R(A)yo]-R(A; U)[yol, А> max (а, Àj). 


Next we prove that y(t; у) has the semi-group property 
with respect to t. For this purpose we take {, > 0 and observe 
that the functions y(t+ to; yg) and y[t; y(t); Yo)] are both solu- 
tions of (3.1) for t>0 converging to the same limit y(t); Yo) 
as (Io The assumptions of the uniqueness theorem being 
satisfied, we have 


(E) y (t+ to; Yo) = Y Lt; Y (to; Yo)l 

and this is the required relation. Consequently there exists 
а semi-group {7(t)|O<t<oco} of operators acting in D[U] 
such that 

(4.8) "UL: Yo) —T(t)|yo], Yo € PLU], 

and 7(0) = 1 while 


ag s (t)(Yol=Yo, 1200) [= M уо“. 


Since T(t) is bounded on the set БО], dense in Y, it may 
be extended to all of Y without change of norm and con- 
tinuity properties so that the resulting semi-group acting in Y 
will satisfy (2.2) and (2.4) with оа. It will then have an 
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infinitesimal generator A and it remains to prove that A=U. 
Now formulae (2.9), (4.5), (4.6), and (4.8) show that 


(A; A)yol=R(A; U)lyol, À > max (a, Àj), 


to start with in the dense set D[U], and hence everywhere 
in Y since the operators are bounded. But R(}; A)[ Y] is the 
domain of A and R(å; U)[Y] is the domain of U so that 
D[A]—D[U], and if 


2=R(A; A) [y] —9R(4; U) Ly], 


then A[z]- Ü[z] so that A—U. The rest follows from Theo- 
rem 3. 

Equation (2.11) is only the first one of infinitely many 
differential equations involving the semi-group operator and 
its infinitesimal generator. Generallv, we have 


n 


d : n : r n n 
(4.9) Tele A" TODAS] ТА" yol Yo e DLA"). 


 'fhis leads to the equation 
(4.10) y(t) = U"Ly(t)] 


for which a Cauchy problem may be formulated analogous to 
that of section 3 for n=1}). 


5. Applications and examples. [6 is clear that each of the 
preceding theorems applies to the special case in which U =% 
is a differential operator, so that, replacing U by À we get 
results concerning the special Cauchy problem of the Intro- 
duction. If m—1, we have a single space coordinate and WU 
becomes an ordinary differential operator and if the non- 
homogeneous differential equation 


(5.1) Uf—Af=—g 


has a unique solution in Y for every given ge Y when 4 is 
large positive, the solution is f —£E(4; W)[g]. In order to apply 


1) Added in proof, September, 18, 1952: A discussion of this problem 
will be published elsewhere. The conclusions of Theorems 1, and 5, hold 
under less restrictive assumptions. Details will be given in a later paper. 


A NOTE ON CAUCHY’S PROBLEM 65 


the criteria, we must verify in addition that A|R(A; W)|| stays 

bounded when A—co. If m>1, equation (5.1) is still a partial 

differential equation, but it involves one independent variable 

less than (1.2) so that the problem has been reduced to a sim- 

pler one. We shall not pursue these generalities any further, 

but end the discussion by exhibiting a few illustrative examples. 
We start with the simplest wave equation 


d'an к 9? 7 
(5.2) Qi 9e 

Cf. [5] section 20.3, where, however, the space Y is not pro- 
perly chosen. Setting 


du 
Dan a =, 


we Obtain a matrix equation of type (1.2) with m=1, р= 2, and 
0 F 2 
(5.3) и | | pum 


We take Y=(n,(£), y,(£)) where n,(£) e O[—oo, co] and is ab- 
solutely continuous with al El e L(—oo, oo) and 7,(é) e L(—oo, оо). 
Setting 


ly] = max [mE l+ f СС) + [nE Па, 


—OO 


and defining the a!gebraic operations in the obvious manner, we 
see that Y becomes a B-space. The domain of 9[ is the set of or- 
dered function pairs (71,72) such that n,(£), 5(£), and n,(£) 
аге in C[—oo, co] while nil), 71(&), 5Q4(£), and 73(€) are in 
L(—oo,oo). The spectrum of À is purely imaginary and the 
corresponding equation (5.1) is easily handled. It has a unique 
solution in Y for A not on the imaginary axis and A|R(A; 9 || 
is bounded on the real axis so that the uniqueness theorem 


applies. The classical solution of (5.2) is 
+t 


(5.4) nët: os о) = Sat + 0) + noté—t)]++/ Noo) ds 

£^ 
with 7, obtained by formal differentiation with respect to t. 
Now if Y= (701,702) 18 any element of Y, the vector y(é,t; y), 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 5 
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whose first element is given by (5.3) and whose second ele- 
ment is obtained by formal differentiation with respect to t, 
is also an element of Y and the linear transformation from y, 
to y(-,t; Yo) is bounded for —oo<t<co with a bound inde- 
pendent of t. Moreover, it may be varified that y(é,t; yg) is 
a solution of Cauchy’s problem for the matrix wave equation 
when y€ DIU]. It is thus the only solution of normal type 
and it is obtained by applying the group operator T(t), gene- 
rated by A, to the elements of D[W]. Two things should be 
Observed here. First, owing to the properties of the resolvent, 
we are led to a group rather than to a semi-group. Secondly, 
T(t)[yg] need not be a solution of the matrix wave equation, 
when y, is not in D[W]. Thus, if either 7о1(&) or 7).(&) is a con- 
tinuous non-differentiable function, we cannot apply the ope- 
rator À to the formal solution. 
Taking Laplace’s equation instead 


ду | nn 
WE ECG 


(5.5) 


and proceeding in the same manner, we are led to a matrix 
equation of type (1.2) with an 9 obtained by replacing D? 
by —D? in (5.3). The resulting operator behaves in a com- 
pletely different manner, however. If Y is chosen as in the 
previous case, the spectrum of U covers the real axis and the 
resolvent exists in the upper and lower half-planes instead of 
in the right and left ones. This is an indication that Cauchy’s 
problem is not correctly set, and it 15 of course well known 
that it is Dirichlet’s problem and not Cauchy’s problem that 
is meaningful for Laplace’s equation. 

This does not mean, however, that there are no solutions 
of the equation (5.5) for t>0 obtainable by applying a semi- 
group operator to initial values on the £-axis. But we have 
to find another mode of attack. Now Laplace’s equation is 
actually of type (4.10) with n=2 and may be handled accor- 
dingly. We have merely to find a suitable interpretation of 
the square root of —D? and it is known that —D?=(DC)? 
where D stand for differentiation with respect to E and С 
for conjugation (in the sense of potential theory). See Hille 
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[4], p. 39, [5], p. 411, and especially [6]. See also Boch- 
ner [1] where other fractional powers are considered. 
We are thus led to consider the operator equation 


(5.6) y(t) —DC[y(t)] 


the solutions of which also satisfy (5.5) at least for yy in the 
domain of (DC)?=—D*, but actually for all yọ. Here we take 
Y-—Ly—oo,oo), 1 «p «oo. The spectrum of DC is real ne- 
gative and AR(A; DC) turns out to be a contraction operator 
for 1> 0. Hence DC generates a semi-group of contraction 
operators and with the aid of (2.10) one may show that 


t (yat +s) 
T t? + s? 


— oo 


(5.7) (5,8; yo) = 45, 


or Poisson’s integral for the upper half-plane. Here Cauchy’s 
problem for equation (5.6) is solvable [Y; NB(0)] and the 
solution satisfies Laplace’s equation for every y,(&) є Y. 

In conclusion we consider the ordinary heat equation 


dy 92у 


A дё 


. (5.8) 


Неге 23(— D? and if У=Гр(—оо, оо), 1=р<со, the spectrum 
is real negative and AR(A; D?) is a contraction operator given by 


co 


(5.9) R(; = f er Mein, (Е-Е вав: 


The classical solution 


D WEE 
(5.10) ИЕ o) (nt) * [© Dn dd 


—OO 


may be obtained from (5.9) by carrying out the limiting pro- 
cess of formula (2.10). The Cauchy problem for (5.8) is sol- 
vable [ Y; N B(0)]. 

Additional examples may be given ad lib., but those con- 
sidered will suffice to show the power and the limitations of 
the method. 

5* 


63 EINAR HILLE 


REFERENCES 


[1] 8. Bochner, Diffusion equation and stochastic processes, Proc. 
Nat. Acad. Sci., U.S. A. 35 (1949), p. 368-370. 

[2] Г. Hadamard, Lectures on Cauchy's problem in linear partial 
differential equations, Yale University Press, New Haven, 1923. 

[3] J. Hadamard, Le principe de Huyghens, Bull. Soc. Math. de 
France 52 (1924), p. 610-640. 

[4] Е. Hille, Notes on linear transformations. II. Analyticity of semi- 
groups, Annales of Math. (2) 40 (1939), p. 1-47. 

[5] Е. Hille, Functional analysis and semi-groups, Amer. Math. Soc. 
Colloquium Publications 31, New York, 1948. 

[6] Е. Hille, On the generation of semi-groups and the theory of conjugate 
Junctions, Proc. В. Physiographical Soc. Lund 21 (1951), р. 130-142. 

[7] К. Yosida, On the differentiability and the representation of one- 
parameter semi-group of linear operators, Journal Math. Soc. Japan 1 (1948), 
p. 244-253. 


NOTE SUR LES FONCTIONS ANALYTIQUES 
MULTIFORMES 


Par S. STOILOW (Bucarest) 


Dans l'étude du comportement d'une fonction analytique 
au voisinage des éléments frontière de sa surface de Riemann — 
ce qui, dans le cas des fonctions uniformes, revient à l'étude 
au voisinage des singularités transcendantes — un róle impor- 
tant est joué par la propriété d'Iversen. Celle-ci, qui appar- 
tient en particulier, comme on sait, à toutes les fonctions 
inverses des fonctions méromorphes dans le plan fini [1], ap- 
paraît, dans des cas plus généraux, étroitement liée aux thé- 
oremes concernant lindétermination totale de la fonction en 
l’un des éléments frontière de son domaine naturel d'existence, 
et à des propositions connexes [4, 8, 10]. 

Or, pour une fonction analytique quelconque, le fait de 
posséder, ou non, la propriété susmentionnée tient exclusive- 
ment a la structure de sa surface de Riemann, et notamment 
aux proprietes de recouvrement de celle-ci. Il est done utile 
de définir la propriété d’Iversen, et de formuler ses consé- 
quences, à partir d'une surface de Riemann donnée a priori 
et considérée comme domaine naturel d'existence d'une classe 
de fonetions, toutes, simultanément, pourvues ou non de la 
dite propriété. 


1. Une surface riemannienne de recouvrement Е, étant dé- 
finie [5, 6] par une variété deux dimensionnelle Y quelconque 
et une transformation intérieure 2— T(p) qui fait correspondre 
à tout p eV un point z de la sphère de Riemann S, est dite 
de classe (I) (et les fonctions correspondant à R possèdent la 
propriété d'Iversen) si, à tout chemin continu l, tracé sur 6, 
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d'extrémités a et b, et à tout ae Т (а), on peut faire cor- 
respondre un chemin 4 sur V, partant de a et aboutissant en 
un point f, tel que Т(4) soit situé dans un voisinage quel- 
conque de J, donné à l'avance, et le point 6’=Т(В) aussi près 
qu'on le voudra de b. 

Cette définition implique done que les valeurs asympto- 
tiques de 2— T(p) relatives aux divers éléments frontière de V 
(points singuliers de toutes les fonctions correspondant à A) 
sont distribuées d'une certaine manière sur R. Une telle dis- 
tribution est bien relative à R, et non pas à S seulement: une В 
dont les valeurs asymptotiques formeraient sur 8 un ensemble 
totalement discontinu, serait evidemment de classe (7); mais la 
réciproque n'est pas vraie, comme le montrent immédiatement 
des exemples connus de surfaces de Riemann, engendrées par 
certaines fonctions entiéres (comme 1a fonction de Gross). 


` 2. Il apparait immédiatement que, dans la définition du 
paragraphe précédent, on peut remplacer S par une surface 
de Riemann quelconque А, (définie par V, et 2=T,(p,) avec 
Po € Vo) et considérer les surfaces de Riemann № de recouvre- 
ment de Rọ définies par V et p9,=T(p), p «V. On conçoit 
donc facilement ce que l’on doit entendre par une surface В 
de classe (I) sur R,, cette derniére étant arbitrairement donnée. 
Les diverses classes de fonctions ordinairement considérées 
sur une surface de Riemann donnée Rọ, uniformes ou multi- 
formes sur celle-ci, ont bien des surfaces de Riemann de classe 
(I) sur Rọ. П en est ainsi, par exemple, des intégrales abélien- 
nes classiques, où №, est surface close, des intégrales abélien- 
nes de В. Nevanlinna [7], ou R, est ouverte, des fonctions 
inverses des fonctions uniformisantes d'une À, quelconque. 
Il en est de méme des fonctions dites de classe U de Seidel 
et de Frostman [2,3], comme l’a montré Noshiro [10], 
qui sont de classe (I) sur |w|«1, des fonctions définies par 
une relation entière G(w,2)— 0 [4], ainsi que de celles qui cor- 
respondent à des surfaces de Riemann dont la frontiére est 
de mesure harmonique nulle [8], qui sont Pune et l'autre de 
classe (I) sur la sphére des valeurs w. 
Il résulte encore de la definition du paragraphe précédent 
qu'une surface Е, de classe (I) sur R, cette dernière étant 
de classe (I) sur R,, est de classe (I) sur Fp. 
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3. Considérons un élément frontière d’une surface В quel- 
conque, et soient D; (t=1,2,...) les domaines déterminants de 


cet élément sur V (voir [6], p. 86). Si l’on désigne par 7(D,) 
la fermeture de l’ensemble T(Dj)CR, sur В, l’ensemble com- 


mun de tous les 7(;) peut se réduire à un point unique et 
nous dirons alors que l'élément frontiere est ponctuel; cet en- 
semble peut être vide et nous dirons, dans ce cas, que l’élé- 
ment frontière est extérieur à R,. L'élément frontière est dit 


totalement etalé sur Е si l’ensemble commun des "(IA re- 
couvre tout E, [9]; il est partiellement étalé dans les autres cas. 

L’importance de la notion de classe (Г) tient justement 
dans l'absence de cette dernière espèce d'éléments frontiere 
dans les surfaces À de classe (I) sur Rọ. Plus précisément, on 
peut démontrer, comme је l'ai fait pour le cas, ou №, est la 
sphere [4, 8], que 

Si R est de classe (I) sur R,, seul l’un des deux cas suivants 
peut se présenter: 

19 Tous les éléments frontière de Е sont ponctuels ou exté- 
rieurs à Ra, et Е possède un nombre fini de feuillets sur Rp. 

2° Il existe au moins un element frontiere de Е totalement 
etalé sur Ву, et ceux qui ne sont pas de cette espèce sont ponctuels 
‚ ou extérieurs à В. R possède, dans се cas, un nombre infini 
de feuillets sur Rp. 

Pour les fonctions wlz) correspondant à А’), ces deux cas 
se traduisent, respectivement, par 

1° Toute w(z) est une algébroide généralisée sur Ay, c'est- 
a-dire qu’elle satisfait a une relation de la forme 


wr+A,(2) vn714- ...+A,(z)=90, 


ou les A(z) sont des fonctions uniformes sur R,, pouvant 
y avoir un ensemble totalement discontinu de singularites. 


20 Toute fonction 2(w), inverse d'une fonction correspon- 
dant a В (au sens mentionné plus haut) est totalement indé- 
terminée relativement à R,, еп au moins un de ses éléments 


1) R, comme surface de recouvrement de S, se définit par V et 
2 = T,(T(p)). Les fonctions w(z) sont celles correspondant à cette définition 
de R. 
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frontière 2), les points singuliers correspondant aux éléments 
frontiere ponctuels etant des points transcendants ordinaires. 


Dans le cas, ou R, est close, les démonstrations données 
[4, 8] s’appliquent sans changement. Dans le cas général, ot 
interviennent les éléments frontiére de R,, des légeres modifi- 
cations qui n’ont rien d’essentiel sont nécessaires 3). 


4. Envisageons maintenant une surface de Riemann В 
recouvrant S d'une maniére absolument quelconque et recher- 
chons les domaines de S sur lesquels À, ou une partie de R, 
est de classe (Г). 

Il existe toujours de tels domaines — domaines (I) — quand 
nous nous bornons à une partie de Е. Soit, en effet, C l'inté- 
rieur d'un cercle de centre 2— a et soit О la composante de 
l’ensemble 7'!(C) contenant un point déterminé de Т- (а). 
Si C est assez petit, T(Q) recouvre tout le cercle C et la partie 
de №, limitée à ӨСУ est de classe (Т) sur C. Soit C* la réunion 
de tous les cercles de centre а pour lesquels cette derniére 
propriété a lieu. Si le domaine Q* correspondant comprend 
un élément frontière de №, c’est-à-dire si un voisinage de cet 
élément est compris dans Q*, on pourra dire qu'un tel élé- 
ment frontiere est totalement étalé sur C*, ou bien que w(2) 
est une algébroide généralisée sur C* (dans Q*). En effet, on 
peut alors appliquer à la partie de À, qui est la surface définie 
par Q* et z— T(p), la proposition du paragraphe précédent, 
élément frontière de Е compris dans Q* étant un élément 
frontière de Q*. 

Par contre il n'existe pas toujours des domaines de S sur 
lesquels R serait de classe (I), c’est-à-dire qui seraient des 
domaines (Т) pour E méme. La recherche de tels domaines, 
sls existent, présente cependant un intérêt évident pour 
l'étude de В et des fonctions qui lui correspondent. Voici com- 
ment on peut alors les construire. Considérons sur © tous les 
cercles ouverts Г ayant pour centres les points d'un ensemble 


?) C'est-à-dire que l'ensemble des valeurs limite de la fonction, relatif 
à cet élément frontiere est TQ(V,). 

3) on démontre également [4] que les points de Ry qui ne sont couverts 
que par un nombre fini de points de R au plus, forment sur E, un ensemble 
qui est au plus la réunion d'une infinité dénombrable d'ensembles totalement 
discontinus. 
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dénombrable donné Е, dense sur H S'il existe des domaines 
(I) pour Е, il y aura au moins un Г tel que chacune des par- 
ties де R, limitée à une composante de l'ensemble T (I), 
soit de classe (I) sur Г. Soit Г* la réunion de tous les cercles, 
de centre fixe, possédant cette propriété. A chaque point de 
l’ensemble Е on attachera ainsi un cercle Г* déterminé s'il 
existe au moins un Г satisfaisant à la condition indiquée. 
Il y aura au plus une infinité dénombrable de Г*. Deux Г* 
seront dits enchaînés entre eux s'il existe une chaîne finie de Г*, 
allant du premier au second, et telle que deux Г* quelconques 
succesifs de cette chaine forment un domaine de S. Cette re- 
lation est symétrique et transitive. Si l'on groupe tous les Г* 
enchaînés entre eux, on aura tous les domaines (I) relatifs à R, 
qui existent. 


Soit A un domaine (I) pour R. Si Т (Л) comprend un élé- 
ment frontière de №, on pourra faire la méme remarque que 
dans le cas, où l’on aurait affaire à un domaine (1) d’une partie 
de R seulement. Mais ici, l'on peut observer de plus que tous 
les éléments frontiere de R, dont un voisinage au moins est 


extérieur à Т (Л), sont des éléments d'indétermination non 


totale, car les points de A au moins ne sont pas, pour eux, des 
. valeurs limite des fonctions 2(w) correspondantes. 


5. On voit quel parti on peut tirer, pour l'étude des fonc- 
tions correspondant à R, de l'existence dau moins un cercle Г 
(done d'un domaine (I) au moins) pour la surface R. Ceci 
n'est cependant pas toujours le cas. 

Prenons, par exemple, le plan complexe (и) et pratiquons 
y une infinité de fentes rectilignes c, (où n parcourt tous les 
entiers) définies par 


22", Y= 27(n + Ga 


ra désignant les nombres rationnels >0 et <1. 
Soit D le domaine (и) – У on. La surface R, engendrée par 


2 —e", ou u décrit D, ne possède aucun domaine (J). 

Enfin, il se peut que №, sans être de classe (Г) sur S, donne 
lieu cependant à la premiére partie de la proposition 2° du 
paragraphe 3; tel est, par exemple, le cas, lorsqu'il existe un 
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seul domaine (I), et que celui-ci est partout dense sur 8. On peut 
facilement former une telle surface en retranchant, par exemple, 
de chaque feuillet de la surface de log z les points se projetant 
sur un méme segment de droite fini. 
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ON THE PRODUCT 
OF TWO SUMMABILITY METHODS 
By O. SzAsz (Ohio, U.S. A.) 


1. Introduction. The problems discussed here belong to 
a chapter of the theory of linear functionals, to which 
H. Steinhaus made important contributions. Suppose that 
T, and T, are two summability methods, and T,.T, denotes 
the iteration product, that is the transform Т, of the trans- 
form T, of a sequence (or a function). If 7, is a regular me- 
thod then clearly Т, summability implies T,-7, summabilty. 
However it is an open question under what conditions 7, 
summability implies T,.T, summability. If this is the case, 
then obviously the transform T',.T, is at least as general as 
‚either Т, or T,. We have discussed some such cases in a re- 
cent paper [5]. These cases are: 

1) Abel and Cesàro summability, 

2) Laplace and' Riesz summability, 

3) Borel and Cesaro summability, 

4) Borel and Euler summability. 

In all these cases T implies Т.Т. Similar results were ob- 
tained independently by Amnon Amir (J akimovski) ір a pa- 
per not yet published. 

For other properties of products of methods see [1]. 

In the present paper we shall show that the same is true 
in the following cases: 

a) Abel and Hausdorff summability (which includes 1)), 

b) Bore! and Hausdorff summability, 

c) Abel summability and the circle method. 

We also give an example of two regular methods, where 
T, does not imply Ti: T. 
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2. Euler and Hausdorff means. The general Euler means 
of a sequence {s,} (due to К. Knopp and Е. Jacobsthal) 
are defined by 


n 


(2.1) Pr) = > Gran" (n—0,1,2,...), 


y 
v—0 


т a parameter. The transform is regular for 0<r<l. 
The Hausdorff means are defined by 


(2.2) WE: H GËT 


v—0 0 


where ol is a function of bounded variation in 0xirx 1. 
The transform (2.2) is regular if and only if 


fap(r)=y)—y(0) =1, 
0 


and if y(r) is continuous at r— 0. 
We may assume that y(0)— 0, so that 
y(1)—1, w(4-0)— (0) =v. 


Euler-means, Cesàro-means and Hölder-means are special 
Hausdorff-means. 


Lemma 1. Let 


gr) > D r (1—r)™ |в, |, ар | sol, 


then 


ERGOE (r) «8, (0x rx), 
and | 


1 
[ha] < 8» f|dut)]. 
0 


These inequalities follow from (2.1) and (2.2). 
We shall also employ the following lemmas: 


Lemma 2. If the power series Z's,x" converges for 0 <æ<1, 
then 58.2" converges for 01. 
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A 
It>Tollows from our assumption that for any e>0 there 
exigfs an n,(e) such that [s4| (14 e)" fcr n>n,(e); a fortiori 

there exists an n,>n,, such that 


<(l+e)" for n>n, 


and from this inequality our lemma follows. 


oo 
е wv' u^ 
Lemma 3. If the power series У 8а „7 converges for all x > 0, 
- i 


oo 
YE In 
then 2 Sn; converges for all x >Q. 


n 
It is seen easily that by Mx N ls, | converges, whence our 


= = 


lemma follows. 


$. Product of the Abel and Hausdorff methods. We as- 
sume that a sequence {sn} is summable Abel, that is Sa„&n 
converges for |ж|<1 and f(x) = Age "= (1—2) Уз, 17-8 аз 2—1. 


Here Уа, =8,. It follows from Lemma 1 that 
0 


ERN JN |p,(r) [on < Y 8, a^, 


and now from Lemma 2, that the series 


(3.2) АТА = P(x,r) 


is for any fixed |x|<1 absolutely and uniformly convergent 
in the interval 0<7<1. It follows that (3.2) can be integrated 
term by term with respect to dy(r). Obviously (1—x)P(x,r)= 
—=AKE(r) is the product of the Abel and Euler transforms. Now 


1 


DS xv,r)dy(r) = Sa" four r)dy(r) a Meng 
0 


0 


and (1—4) Yh, x" is the iteration product AH of the Abel and 
Hausdorff transforms. 
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The double series 


P(x, "m P: т" es D r”( [e ry" s, 
n=0 v—0 


is, in view of lemmas 1 and 2, also absolutely convergent, 
hence interchange of summation is legitimate. We thus get 


Р(2,7) = У PCIE w^ s S D E 
v=0 n=v 


Now 


00 


Хат Sparta en 


n=v k=0 
so that 
P(a,r) = X SEIL gw 
v—0 
On putting 
I Se Mm, түшү, 
1—20 -4 ro 


we have 0<1<х for 0<æ<1, 0<r<l, and we get 


— à ] 


(3.4) (1-2) Pia,r) = ]—oc-r-r»1l—t 


f(t) = f). 


For this formula see also [2] and (3, p. 178]. И х—1 then £—1, 
hence by (3.4) Abel summability implies A E(r) summability, 

Incidentally, the convers is also true for sequences {s,} for 
which Zë, converges in |2|<1. This follows directly from 
the formula (3.4). 

Clearly the series (33) is uniformly convergent over the 
interval 0<7<1, for any fixed |2|<1; hence it can be inte- 
grated term by term with respect to dy(r) We thus get 


1 


1 
(1—2) | P(a, м) (г) = (1 —®%) У Не = (LO r))dy(r). 
0 


0 
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We now wish to show that (1—4) X h,r^—$, аз 1—1. We may 
assume that s—0 (otherwise we need only consider the se- 
quence {s,—s}). We write 


1 


д 1 
f fttv, apt) = [+ f — 14 I, say; 
0 0 6 


given &>0 we may choose in view of (2.3), d=d(e), so that 
д 

f |dy(r)|« =. It follows from our assumption that for some 
0 


constant M 
HUIES/! (0<#<1). 


Непсе 
|1,|< Ме for ö<öfe). 


In J, d<r<l, hence 


(ta ee a ad 
а 1—24 da’ 


it follows that t—1 uniformly for d6<r<l as 2-1. 


‚ Thus 
|/(Ф@)]|<в for 0<1—x<n(ô,e), 


апа 


4 


1 1 


|1, |< e [|ay(r)|<e |); 
d 0 


this proves our assertion. We have thus proved that sum- 
mability А implies summability AH. This answers a question, 
raised on a recent occasion by Lee Lorch, in the affirmative. 


A Product of Borel and Hausdorff methods. Borel sum- 
mability is defined by 


| Е TY yn | 
(4.1) BZa,—lim ez Den = lim B{sm 2} =з, 
0 


; . & 
where we assume that the series 2s,— converges for all x. 
п. 
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In a similar manner as (3.3) one finds the formula 


oo 


By M е s 7) 
(4.2) = №, фп) е D ва, 
0 


0 


Or 
Вт} = БЕ re}; 


see also [3], Theorem 128, where reference is given to K. Knopp. 
In view of Lemmas 1 and 3 


(4.3) „2, Pl") < A 837; 


it now follows that the two series in (4.2) are for any fixed 
Z>0 uniformly convergent in 0<7<1. Hence term by term 
integration 1s justified and we get 


1 
- -y yn 
FS hs =B {hn; 2} = [84 ræ}dy(r). 
0 


The left side is the Borel-Hausdorff mean BH cf the se- 
quence {s,}. To prove that the B-method is included in the 
BH-method we may assume again that s=0. We write 


1 6 1 
В; ræ}dy(r)= f + [=J +), Say. 
T 0 ó 


Given e» 0, we can choose d= б(є), so that 


д 
fidet) е for ö<öle). 


By our assumption there exists a constant M, so that 


|В{в„;тж}|< М for 0<7<1 and all #>0. 
Hence 
\J,|<Me. 


In J,: ö<r, er<er®—(, as 2 — co, hence 


|B {815 rz)| «e for д<т<1 and for z>Llö,e). 
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It follows that 
1 1 
|Ja| «e /|@% (+) |< [| dy(r)) for æ > C(0,e). 
E 0 


This proves that B-summability implies BH-summability. 
5. Produkt of the Borel Z,-methods. The Z, transform 
is defined by 


Zn 


SC m (Speck Sn rt 5), 


where п оо, s_,—0 for v>0; k is a positive integer. It is 
obviously regular. The BZ, transform is 


| pup" D са Sech qnl gntk \ 
Bis п) 67" 2 En an! Ha + rens 9, 
0 
1 
т By+ By +. + By), 
where 
B Tu 
un a nF)! 
n—0 
We have 
B,(2)— ex f e! By (t) а (v>1), 


0 


from which it follows easily that B, ,(2)—s (v—-co) implies 
B,(s)—8 (£—oo). Hence B-summability implies BZ,summa- 
bility. The convers is also true. 


6. A counter example. We now give an example of two 
regular methods 7, and T, so that 7,-summability does 
not imply 7,-7,-summability. We choose for T, the simple 
transform 
(T) tn=4(Snt Sn) (n= 0,1,2, ...), 


and for T, the B-transform. Now 7,7, is the transform 


ca oa 


i А d gn—1 
Уш > (Sn + 1 En) = z (Boni 2) +5 Er 8а (n.— 1)! 
1 


0 
=5 i Ва) = Вж(а), 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 6 
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say. We define {s,} by 
expx 


x 
! 1 
B(z)es f. cos (e)dt— f 5 cos ndn; 
0 1 
then 
1 
Bla) | > Cos ndn, аз 2 оо. 

1 | 


Furthermore 
В'(2) = eos (ex) = B*(#)— B(x). 


Hence lim B*(z) does not exist; thus B-summability does not 
imply BT-summability. 
Observe the similarity of the transforms (Т) and Zi. 


<. Product of Abel’s method and the circle method. The 
circle method (y,7) was introduced by Hardy and Little- 
wood [see 3, $8 9.11 and 11.21], and later also discussed by 
Meyer-König [4] and by Wais [6]. 

It is defined’ by the transform 


со 


(11) у) У MES e у) чш 1. 


HSH 


For the existence of y,(r) for all n it is necessary and suffi- 
cient that for every fixed integer n 


(7.2) $,—V(v-^"(1—r) ^), as v—co. 


If this condition is satisfied then the series (7.1) converges 
absolutely. Observe that the condition (7.2) depends on the 
fixed parameter value r. 

The matrix of the transform (7.1) is the transposed of the 
Euler transform, multiplied each element by r. 

Observe that 


у \, T er [m Ak A Ме 
ен NI ar SE | i Jar Hes. 
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We now consider the Abel transform of the sequence (7.1): 


oo ca 00 


tS n= v=n 


We assume that (7.2) holds for each positive r<1, or, what 
is the same, that the power series 25,2" converges for 0<g<1. 

It is then clear that the double series in (7.3) converges 
absolutely, hence the interchange of summation is legitimate. 

Assuming Abel summability, we have 

r(1—2) У s,(1—r-- rz)'—s, as 2—1, 
0 

hence 


со 


(1—a) X ynlr)ar>s, 0<r<l. 
0 


This proves that A-summability implies A(y,7)-summability. 
If we write 
ПАРЕ 6 


so that О <т<1 for 0<7<1, 0<5<1, then (7.3) becomes 


(7.4) ei fär АА) | 
0 


1—r 1—2 


See also [3], р. 218. 
In analogy to the Hausdorff transform, we can now in- 
troduce corresponding to the function y(r) the transform 


1 
(7.5) уе) а (т) = n; 
0 


however the situation here is more involved, as the integrals 
need not exist, and even if they exist the series (7.1) and (7.3) 
need not be term by term integrable. 

6* 
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If for instance y(r)—1—(1— r)’, р> 0, then the Hausdorff- 
means reduce to Cesaro-means of order р, while after term 
of term integration of (7.1) we find 


= DS gene) | 
D DEE 


т=п 


in particular for p=1 


т) 2 GFCF 


For such “quasi-Hausdorff” transforms see [3], р. 277-280. 
Similar results can be established for the transform 


Sar) = De ‘a Sa, 
v—0 


which was considered by Meyer-König [4]. 
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ON POSITIVITY PRESERVING SEMIGROUPS 
ОЕ TRANFORMATIONS ОМ (lr, ra]. 


By W. FELLER (Princeton) 


1. Introduction. In the sequel C= €[7,,7,] denotes the Ba- 
nach space of functions 2= 2(8) continuous in —coz 7 = 8 = 
<f Sco with the usual norm {x|=sup |2(5)|. We speak of 
a semigroup of transformations {7,} if to each £20 there 
corresponds a linear transformation T,x defined for all we & 
such that T,ze& and T,,,— T,T, Moreover, we shall always 
tacitly assume that T,x is weakly measurable and that 


(1.1) Tils. 


Since for each real a the transformations е Т, form a new 
semigroup it is obvious that (1.1) is not more restrictive than 


(1.2) i ITiS for some a. 


It is known (cf. Hille [4], p. 183) that the weak measurability 
(together with the separability of ©) implies the strong con- 
tinuity property 

(1.3) Ten — T os | 0 h40 


for each ¢>0 (but not necessarily for t= 0). 

The semigroup {7,} is called positivity preserving if 2=0 
implies 7,22>0 for all t>0. 

The purpose of this paper is to give а characterization of 
all positivity preserving semigroups on © which are generated 
by an operator of a local character in the sense of Definition 1. 
It will be seen that whenever a mild differentiability con- 
dition is satisfied, the infinitesimal generator 2 of the semi- 
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group in its domain of existence coincides for almost all s 
with the differential operator (4.1). In section 5 this result 
is reformulated in a way as to provide a characterization of 
the parabolic differential equation 


eu d'u eu 
(1.4) ap * (9) xx t 0(8) 5. + e(s)u. 


This is the basie equation of the theory of stochastic processes 
of the diffusion type and is essentially equivalent to the so- 
called Fokker-Planck equation. This point is discussed in sec- 
tion 7. It will be seen that our theorem leads to a new deri- 
vation of the Fokker-Planck equation under less stringent con- 
ditions. 

The semigroup {7,} possesses an adjoint semigroup (TTj 
of transformations operating on the conjugate space to €, 
namely the space З [7,,7,] of functions of bounded variation 
in [7,7]. Our results therefore apply to semigroups in this 
Space (cf. section 6). 


2. The Infinitesimal Generator. As is well-known, the semi- 
group {T} is determined by its infinitesimal generator Q. 
This is an operator defined only on a set DCC consisting of 


those x є € for which № !(T,—I)xr approaches a limit 


T'n— І 
(2.1) Qa=lim —— x г «Ф. 
hyo 
Here Г is the identity operator and the limit is taken in the 
strong sense (uniform cenvergence). The set D is dense in 
the closure of the range space of 7,2, re 6. 


Definition 1. The infinitesimal generator will be said to 
be of a local character if for each point ё є [r,,r,] and any a(s) є € 
which vanishes in some interval |s—&|<6 ome has 


La Ж 25.0 


(2.2) ; t 


(The left side is the value of the function (7T,—4 )a(s) h! at 
the point £). 
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The fact that the infinitesimal generator 2 is of a local 
character does not guarantee that it is a differential орегафог 1). 
To see this it suffices to consider a transformation of the in- 
dependent variable o= f(s), where f(s) is a strictly increasing 
but not differentiable function. Such a transformation does 
not affect the space © nor the character of the semigroup. 
However, it changes a differential operator 2 in s into an 
operator of a different kind in о. 

To restrict the consideration to differential operators it is 
therefore necessary to introduce the following 


Differentiability condition. For each z(s)eD and each 
х є |ia] the derivatives (el and x''(s) exist. 
(It is not necessary to require that z'(s) є ©). 


3. Singular Points. In this section we assume that the 
differentiability condition is satisfied. The set D is usually 
so large that to each &e[r,,r,] and to any three real numbers 
Do) Du, Po 16 18 possible to find an a{s) e D such that 


(3.1) (5) — po v (5) = py, TE) = ps. 
If this is the case we shall say that & is a regular point. 


Definition 2. A point £«e([r,r,] will be called singular if 
there exists at least one linear relation 


qM 42(5)- 42 (£) + qax" (£) = 0 


satisfied by each 2(8) in the domain D of the infinitesimal generator. 

Since D is a linear set, each point is either regular or sin- 
cular. The existence of singular points is proved, and their 
nature illustrated, by the following 


Example. Let —co<s<oco and consider the semigroup 


: $3 — £3)? 
(3.3) Oz DE exp LE pagas. 


1) If one considers semigroups of transformations in the space of 
essentially bounded functions, then the local character of the infinitesimal 
generator does not guarantee that continuous functions are taken into 
continuous functions. 
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Introducing the substitutions 8= y, £?— 7 it is seen that the 
function u(t,y)=T,x(s) is the well-known solution of the ini- 
tial value problem for the diffusion equation и,= Mun, Accor- 
dingly, æ(s) will belong to the domain D of the infinitesimal 
generator of (3.3) if and only if 


da (3199) 


(3.4) m 


e $[— оо, оо]. 


In this case we have for s—0 
(3.5) æ(s) =A + Bs? + Cs94- о(58). 


Hence 2(0)— 2'(0)— 2''(0)— 0 for each z(s)e C, and s—0 is 
triply singular. For s+0 


(3.6) Ох (s) 2. dæ (yt!) Es 1 ER 


Oo 
de 9 d 9° ds? 


so that the infinitesimal generator coincides with a differential 
operator of second order. However, for s=0 

2 a®x(s) 

Q =20= == 
ie 7) Pu s=0 6! ds 8—0 

which shows that at a singular point the infinitesimal gene- 
rator may be of a form different from the one given in the 
following theorem. 


4. Theorem. Suppose that the infinitesimal generator 2 of 
the semigroup {T,} is of local character and that it satisfies the 
differentiability condition of section 2. Then at each regular 
point 2 coincides with a differential operator 


, d d 
(4.1) A=a(s) 5+ Hiel Ar +e(s), 


where a(s)=0, с(5)=0. 
Note. Even in the absence of singular points 2 is in ge- 


neral not identical with A but only a contraction of A. 


Proof. Let £ be a regular point and consider an %,(s) є D 
such that 


(4.2) ol Ei El, aQ(£)—1. 
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Construct a function %,(s) є € such that Z,(s)>0 for all s and 
%(s)=2(s) in some interval |s—é|<6, Since zQ(s)eD and 
since 2 is of a local character, there exists a finite limit 


"ICE — a9(s){ =lim fat (5) 
(4.3) h>0 h s=é 150 Го | s=ê 
=lim h TrZ (3) 


We have assumed that 7, is positivity preserving, and there- 
fore a=0. 
Let ziel be any function in © such that z'(£) exists and 


(4.4) а(#}=а'(&}=0, x'"(£)— 0 >0. 

Then for e sufficiently small there exists a neighbourhood of £ 
such that in it 

(4.5) 0S(0—e)%,(s) Sa(s)S(o+ =) ms). 

We now construct a function z(s) є © which coincides with a(s) 
in that neighbourhood but satisfies (4.5) for all s. Then 

(4.6) (o—e) T && (s) = TMs) S (0+ г) ТЛ (в) 

for all £20. Now 2,(&)=2(&)=0, and therefore (4.6) and (4.3) 
together imply that 


(4.7) lim xD es)" == lim hj T,2(s)= to. 


^ 
s=s 


Again, z(s) and 2(8) coincide in some interval about é and 
hence 


(4.8) lim - 


for every function 2(8) satisfying (4.4) (even if z(s) e D). 

The same argument goes through if o <0, and also if о= 0 
provided that x(s) does not change sign in some neighbour- 
hood of E It æ''(£)—0 and x(s) does change sign, one has to 
consider the function #,(s) which vanishes for sS£ and equals 
x(s) for SE, and separately z_(s)=x2(s)—x,(s). In this way, 
one establishes the validity of (4.8) for all functions for which 
x''(Ë) exists and (5) = z'(£)— 0. 
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Next consider an arbitrary æ(s) є © for which z''(£) exists. 
Define the functions d;(s) and Deel so that in some neigh- 
bourhood of 

ф — é)a'(£ 
(4.9) DE Bes )+ (s— &)g'(£) 


(3) = 4(8)—@,(s), 


and that they are continuous and bounded. Then V(£)— 
= Wi(£)—0 and hence 
(4.10) т A urs) pras" (E) 

l 


| s= 
Therefore for each z(s) e D the limit of 


(4.11) MEA Pols) 
4 | s=§ 

exists. Now choose first a(s) so that #(€)=0, 2'(&) =1 and 
next so that z(&)=1 and 1'’(ё)=0. Call the corresponding 
limits b and с. Then, in the general case, the expression (4.11) 
tends to bx’(é)+ ex(£). 

That c<0 follows from the fact that for x(s)=1 we have 
07,251 because of (1.1). 

We have thus proved not only the theorem but also the 


Corollary. If & is a regular point then for any function 
2(8) є H for which (Е) exists 


lim =) usas dal AE c(£)a(£) 


exists (even if x(s) does not belong to the domain D of 2). 


5. Reformulation for Differential Equations. Let A be an 
arbitrary differential operator in the variable s and consider 
the partial differential equation 


(5.1) nr m Lu. 

Suppose that the initial value problem has a unique solution 
in the sense that to each x(s) є © there exists one and only 
one solution w(t,s) defined and bounded for each fixed t>0 
and such that u(t,s)—zx(s) uniformly as £— 0. Then, putting 
u(t,s)=T,x(s) we get э semigroup in ©. 
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If there is no uniqueness, lateral conditions must be im- 
posed on the solution, and to each determining homogeneous 
lateral condition there corresponds a semigroup of transfor- 
mations (cf. (2]). In each case the infinitesimal generator is 
a contracticn of the operator A. Accordingly: 


The solutions of the initial value problem of a partial dif- 
ferential equation of form (5.1) (with or without homogeneous 
lateral conditions) will be positivity preserving and norm not 
increasing if and only if the right side is given by (4.1). 


6. Measure Preserving Transformations, The conjugate 
space to © is isomorphic to the functions of bounded varia 
tion in [7,,7,] or, what amounts to the same, to the Banach 
space of completely additive set functions in [7,,7,]. The ad- 
joint transformations Tf to Т, transforms each such set func- 
tion into another. If T, is positivity preserving so is 77, and 
if (1.1) holds then also Т? 1. Finally, T7 transforms a pro- 
bability measure into a probability measure if and only if T; 
transforms the function z(s)ze1 into itself. Needless to say 
that the transformations (T7) form a semigroup. 

Our theorem is therefore equivalent to a theorem on semi- 
groups of transformations of measures. The new semigroup 77 
is generated by an operator which is adjoint to 9. In diffe- 
rential equation theory it is customary to consider the fol- 
lowing equation as adjoint to (5.1) 

(6.1) H — eieiei (Ы(в)о) с(з)е. 

The truth is more complicated inasmuch as the complete ad- 
joint to A is not necessarily a differential operator and (6.1) 
must be replaced by a more general equation. A detailed dis- 
cussion of the relation between (5.1) and (6.1) is given in [2] 
together with the complete adjoint to 2. This paper contains 
also a construction of all possible lateral conditions determining 
semigroups T, and T7. 


7. Diffusion Theory and the Fokker-Planck Equation. 
A stationary stochastic process of the Markov type can be 
defined abstractly as a semigroup ot transformations 77 taking 
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probability measures into probability measures. It is custo- 
mary to assume that this semigroup can be represented as 
a kernel transformation 


(7.1) Ttm(A)— f P(t,s,A)m(ds) 


where for fixed £20, sefr:,7,] the kernel represents a com- 
pletely additive set funetion, and the integration extends over 
the whole interval. Probabilistically P represents the transition 
probability of finding the system at time t within the set А 
if it was originally at the point s. Such a transition proba- 
bility must satisfy the Chapman-Kolmogorov equation which 
is an analytic formulation of the assertion that the transfor- 
mations (7.1) form a semigroup. 

Perhaps the best known and most interesting type of such 
processes is represented by diffusion processes. Kolmogoro v [5] 
was first to treat them systematically, and his treatment has 
been improved in [1]. 

To derive the fundamental equations of diffusion theory 
it is necessary to assume that the set function P(t,s,A) has 
a density function p(t,s,y). It is the first aim of the theory 
to show that for fixed y the density p(t,s,y) must satisfy an 
equation of form 


PP ua P 
(7.2) z^ = a(s) <2 + dis) 


In 


and for fixed s 


(7.3) op F d 


AR CNN 
SECH (a(y)p)— ER (D(y)p). 


These equations are special cases of (5.1) and (6.1) and are 
known as Fokker-Planck equations or as the backward and for- 
ward equations of diffusion theory. The second equation is really 
a consequence of the first. 


Our theorem represents a new derivation of (7.2) stating neces- 
sary and sufficient conditions 2). We do not require the exis- 
tence of the transition density p(t,s,y), and the differentia- 
bility condition of section 2 1s much weaker than the regu- 


2) The argument applies also to е<0, but when с< 0 the measure 
of the whole space will decrease with increasing t. 
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larity restrictions previously used to derive (7.2). The local 
character of the infinitesimal generator replaces the so-called 
Lindeberg condition used in [1] which requires that for each 
e>0 and each fixed s 


lim t^! | p(t,s,y)dy=0, 
t->0 


ly—sa|>e 


(7.4) 
lim C f» tsi. 
t->0, 
ly—s|<e 
This conditions obviously implies the local character of the 
infinitesimal generator. 
In additions to the Lindeberg condition one had to as- 
sume that the limits 


(7.5) lim t^ f (y—s)p(¢,8,9) y= bls) 
er ly—s|<e 
and 
(7.6) lim £^ / (y— 5)? p(t, 5, у) dy = 2a(s) 
t>0 
ly—s|<e 


exist 3). The corollary to our theorem shows that whenever 
a kernel p(i,s,y) exists 


ëm) t J ў SC Ee (t,s,y)dy—-b(s) 
and 

puc za cha Ge 
(7.8) ol II SOUS), 


T, 


In view of the Lindeberg condition (7.4) these relations are 
obviously equivalent to (7.5) and (7.6). It should be noted, 
however, that the abstract formulation gives a meaning to 
these relations without assuming the existence of a kernel 
р(ї,8,у). 


3) For a slightly weaker formulation cf. [3]. 
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ON THE DIFFERENTIALS IN BANACH SPACES 


Ву A. ALEXIEWICZ and W. ORLICZ (Poznan) 


Let X and Y be two real Banach spaces, y=F(a#) ап ope- 
ration from a set ACX to Y. The Gateaux differential of F 
at x with increment h is defined as 


(1) 


ha TES OM - &F (x, h) 


Ge All 


under the hypothesis that this limit exists for every he X 
and that it is an additive and homogeneous function of 1. 
If the Gateaux differential óF(x,h) is continuous in A it will 
be called the continuous Gateaux differential. To render pos- 
sible the calculation of the limit (1) we must suppose that 
the set A is such that he X implies æ+ rh є A for small val- 
ues of |r]. 

It is obvious that the ‘existence of the limit (1) implies its 
homogeneity in h. Ш we were dealing with the complex Ba- 
nach spaces, the existence of the limit (1) (aS т assumes com- 
plex values) would imply its additivity in h (Hille [1], p. 73). 
In the real Banach spaces this is different. Consider e. g. as X 
the real plane, as Y the real axis and put for r=(,,x7,) e X 


ауа? 
Si Pia) = + 
| () ПО ye 


for 201-0220, 


for this function öF(x,h) exists everywhere, is continuous in A 
and for x —0 is not additive in A. 

If the limit (1) exists for every he X, óF(z,h) will be cal- 
led the quasidifferential of P at x. 
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We shall prove that under supplementary hypotheses the 
existence of the quasidifferential implies the existence of the 
Gateaux differential except in a set of the first category. 


We shall use the mean value theorem in the following 
form: Ф(х) being a functional defined on the segment 7 joining 
the points 2, and a, if the pseudodifferential exists at every 
point of Г, then with 0<9 <1 


Q(25)— D(x) = D(L + 0(1 — 2), To — 2). 
Lemma. Let F(x) be defined in an open set A containing Xp. 


If öF(x,h) exists in A and obt, bad is continuous at т= for 
a=1,2,...,”, then 


ÒF (£o, hH -+ hn) = D ÔF (uh). 


=] 
Proof. Since for every linear functional fæ 
foF (c,h) = ofF (x, h), 
it is sufficient to prove that d/F(%,hy+...+ hn) => OF (Xos hi), 
1. е. to prove the Lemma under the süpplenteitusfin НЫНЕ 


of F being a functional. We shall prove it for three elements 
hy, Be, ba, By the mean value theorem 


= [P(g + ts hat 5) — Biel Ио (Е hat ha) 
— Plog + hat lt + = LF (ety №) Ва тї)] 
a (te, tha) — F(2)] — F(a that hg) -+8,thy, Th) 
РЕ - 6F (£o + xh, 4-0,rh,, Tha) + - OF (y+ 041ha, Tha) 


= OF (to + т(һЬ- ha) + Oth, bal 
+ P (wot that sths, ho) + OF (@)+ 9 tha, hg) 


with 9<d,<1l. Hence, for т—0 


i! 
(20+ Th + hy + h3)) — (2) ]—›> 
OF (To, hy) + OF (Xp, ha) + ÔF (Lo, һа). 
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Theorem. Let the space X be separable and suppose that 
F(x) is continuous in an open set A. If the quasidifferential 
OF(x,h) exists for every we A, then the continuous Gateaux dif- 
ferential exists in a set R EN in À 1}. 


Proof. Denote by A, the set of the elements x, such that 
dist (x, CA) —1/n, and by Н, the sphere ||A|<1/n. It is suf- 
ficient to prove for any n the existence of a set E, residual 
in Án, such that 
(3) OF (x, h+ ha) = óF(z,h,) + F(x, ha) 


for we Rn, h,h € На. 
The function ôF(r,h) being the limit of functions 


m| Е(2-- mth) —F(x)] 


continuous in A„XH, (defined for m> n), it is continuous 
in a residual set WCA,X4H,. By a theorem of Kuratowski 
and Ulam ([2], p. 248) there exists a set А, residual in An, 
such that for every хе В, the set 


Ца) x H,]- W — W?) 


is residual in H,. Let ae En, h,h;e Ha; then the sets Wi 
of the elements of the form h;—w, where we Wx, are residual 
іп H, for i=1,2; hence W,,-W'.W^--0; thus there are ele- 
ments A'h",h"'eW, such that hÀ'"'—h,—h'—h,—h'". The 
function óF(z,h) being continuous at x, for h=h', h”, h”, we 
get by Lemma 


OF (Lo, hit ho) =6F (xoh +h + +h") = 
SF (dtp, h) + OF NET éi + OF (p, WË 
ÔF (xoh "+ h) + 6F (ao, h” №") = F (x0, hy) + OF (2p, ho). 
The continuity in h of öF(x,h) is obvious. 


The function F(x) is said to be Fréchet differentiable at x 
if there exists the continuous Gateaux differential and 


lim Mie + h) —F(x)—óF(c,h) 
h->0 IL 


= 0, 


1) A set whose complement to the set A is of the first category is said 
to be residual in A. 
2) (x) denotes here the set composed of the element x. 
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or, equivalently, if 
lim = OF (x, h) 


РГ(х-+тй) — Fix) 
10 U 


uniformly for |h| <1. This being so, 6F(a,h) is called the Fré- 
chet differential. 

The example (2) shows that the existence of the limit (1) 
uniformly for |h|x:1 does not imply the additivity in h of 
that limit, though it might be continuous in h. 

In finite dimensional spaces the existence of the Gateaux 
differential together with its continuity in all the variables 
implies the Fréchet differentiability (called in this case Stolz 
differentiability). We shall prove that this holds no more in 
general Banach spaces even if we impose on F' more restric- 
tive conditions. 

There exists an operation F(x) from a separable Banach space: 
to itself, satisfying the condition of Lipschitz, having everywhere 
the Gateaun differential continuous in x and h jointly, and de- 
prived everywhere of the Fréchet differential. 

Let X=Y be the space С, of the sequences 2={& } of 
real numbers convergent to 0. Denote by äu the delta of Kron- 
ecker, then put for 2={& } 


| | 
mm — T- we жен Ы & 
Noy?) ei COS VS Noy 444 Je * sin ES, 


F(2) —1,(2)). 


The operation F(x) is defined in C,, assumes values of C,, 
and satisfies the condition of Lipschitz. In fact, write h={y,}; 
then 
[Nalet №) — ьа) | = |у, cos (r,+ 99,» J| <1 7,1 ^l 
and similarly 
| a, LA +-h)— Nappal ©, | << |||; 
hence |F(2+h)— F(x)|<|h]. Put now 
Co l2, h) = — y, sin vé,, aga h) — y, ec8 vg. 
D(x, h) = {$ (a, h)). 
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The function ®(æx,h) is obviously additive and homogeneous 
in h, and continuous in both variables. We shall prove that 
дЕ(2,ћ) ==Ф(2,һ). By the mean value theorem 


= [0 „(а + Th) —9,(2)] — e, (m, h) = y, [sin v£,— sin »(£,-- 9, zy,)], 


where 0 <ÿ «1. The element #={у,} being fixed we first choose 
N for e>0 so that |у, | «e for » —N, then we choose a 6>0 
so that |v|« 0, » —1,...,.N implies 
| sin »£, — sin »(€ + 9, ell 
Then 
1 
z Uta (o + th) —9,,(9)] al fe h) 


Bm tor түе 


A similar result holds for the functions n,, 4405, h); hence 


Hur + th) — F(x)|]— Ф (2, №) | <= 


а) а 

In order to prove that F(x) is nowhere Fréchet-differen- 
tiable denote by e, the element (0,,j, ,, and let w={é} 
be an arbitrary element. Consider two cases: 


1° lim |n sin & |>0. Put Àh,—2zn-1e,; then |h |—90 and 
n-»oo 


F(x 4 h,) fx) —6F(x,h)—=e, олп! sin né, = |һ |е, inne, ; 
hence 


(4) ga; Ра ha) — (в) — Ate hnd] _ 


noo "Al 
2° lim |n cos £, |=1. Put A Maat gu? then |p, || 0 and 
n>-00 


}; 


Ё(ж-- mE F(x) — dF (a, ha) = eR LN сове; 


hence the inequality (4) holds in this case too. 
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ON VECTOR-VALUED ALMOST PERIODIC 
FUNCTIONS 


By J. Кореб (Poznan) 


Let X be a complex Banach space. Any function a(t) de- 
fined for — оо <t < + oo with values in X will be called a vector- 
valued function. 

In 1933 Bochner [2] developed a theory of vector-valued 
almost periodic functions. He established the validity of the 
main theorems of Bohr, in this more general case. The pur- 
pose of this note is to prove some of Bochner’s results by 
quite different and simpler methods. Unlike in the proofs of 
Bochner an extended use is made of the results of Bohr con- 
cerning the numeric case. 

The function x(t) is said to be almost periodic or briefly 
to be a. p. if it is continuous and if for every «>0 there is 
a relatively dense set T(e) of numbers, such that for every 


te T and every t 
jelt v) — att) || e. 


The elements of Т(=) are called the e-translation numbers 
of a(t). The numeric almost periodic functions will be denoted 
in the sequel by g(t), y(t). We shall use the following theo- 
rems concerning the numeric case: 


(a) For every g(t) there exists 
Mitt = lim wd f otat 
Тео 1 у 


(b) The set of the numbers А for which a(4) = Миф(и е) 0 
is at most denumerable. 
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The 4's for which a(1)+ 0 are called the Fourier exponents of o. 


Denote by {В} the basis of the exponents ([3]) of the func- 
tion ф and put P=q-q!=q-Q and 


á = y р y SE BL. X | 
KYD =- >... D (1— 3) (1—3)...| E Q 29 


3 


$q(8)= © ar ciâkt = Mio (t+ 9) K*(9)). 


1 


(с) Salt) is а sequence of trigonometric polynomials and 
Salt) Zoll for —w<t<+o, 

(d) К“\8)>0, Ma(K'"(0)) —1, 
< 


(e) |s,(t)| < max Jett, 


In the formulae defining the polynomials of Bochner some 
Bis which do not belong to the basis may be added without 
any influence on the statements (c), (d) and (e). 


The following theorems concerning the vector-valued a. p. 
functions either are trivial or can be proved in the same way 
as for the numeric functions: 

(А) a(t) being an a. р. function and Ex being any functional 
linear over X, the function Ex(t) is а numeric a. p. functien, 
and every e-translation number for x(t) is an e-translation number 
for Exit). 

(B) Every a. p. function is uniformly continuous and uni- 
formly bounded. 


(С) For every a. p. function there exists the mean value 


the integral being taken in the Riemann sense [4]. 
(D) For every a. р. function and every linear functional & 


EM, {a(t)} = M,fEa(t)}. 
We pass now to the three principal theorems of the theory. 


102 J. KOPEÓ 


(E) Theorem. For every a. p. function x(t) the set of the 
values À for which A(A)=Mj{a(t) e—44} 4-0 is at most denumerable. 


Proof. The function x(t) being separably valued we may 
suppose that the space X is separable. Hence, by a theorem 
of Banach ([1], p. 124), there exists such a sequence of linear 
functionals (£,) that for every linear functional & there exists 
a subsequence {£n} such that 


(2) lim &,,(”) = (2) 


1>00 
for every w.' The set E, =E {EnA MERO EUM de "t euo t))2- 0} 
pene at most RATS by (A), (D), and (b), the set 
E —Y E, is so, too. We shall prove that Ae (— со, + co) —E 


mien. A(A)=0. In fact, E being any linear functional, pick 
out the functionals £,, so as to have (2). Since 


EA(4) = lim £j 4(4) = 
ioa 


for arbitrary functional 2, we get A(A) =0. 
The series У А(1) ей! is called the Fourier series of x(t). 
A 


Since, given any linear functional £, the series SEA(A)eit is 
5 


the Fourier series of the function a(t), we get immediately 
the theorem of unicity: 

(F) Two a.p. functions with the same Fourier series are 
identical. 


(С) Theorem. For every a. p. function a(t) there exists a se- 
quence of trigonometric polynomials converging uniformly to x(t). 


Proof. The polynomials of Bochner for numeric functions 
are equi-uniformly continuous and equi-almost-periodic. De- 
fine the Bochner polynomials S,(t) for x(t) by the same for- 
mulae as for numeric functions. Then for every linear func- 
tional & 


(3) ES,(t) = Eat), 


since every a(4)4-0 for x(t) is equal to £A(A); moreover RAD 
are equi-almost-periodie and equi-uniformly continuous. 
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In fact 
Sn(t-+ $) Bail = Mo ([o(t4- 9 в)—ж(1-++-9)] К°(д)), 
and, by almost-periodicity, se Т(ё) implies 
(4) | Sa(t-+ 8) —S8,(t)|| < Wy (e K"*(0)) =гМэ{К“(9)} =e; 


we have also shown that every e-translation number of oi) 
is an e-translation number for S,(t). By uniform continuity 
of x(t), the inequality (4) holds also for every |s|<d(e), ö(e) 
being independent of n. This implies equi-uniform continuity 
of the Srs. 

Let the sequence (tj) be dense in (— оо, +оо) and denote 
by X" the Cartesian product X XX x...xX (n-times); let the 
norm in X" be defined as 


Па = || (92599, .. 5) = max (|а |,...,|| |). 


The general form of linear functional in X" is 


f. " E M 
Gg = 6, 0, - "enn -1- Sn’ ny 


£; being a linear functional in X. Put 


Rk = (5 k (53), .. Srlln)), 

£g =(X(t,),.. s )). 
By (3) the sequence {z,} converges weakly to 2; by a theorem 
of Mazur ([5], р. 81) there are non negative numbers 
04, ... Don Such that 
(5) б тї ... + @тл ==1 

| 

and \aın2ı + €2n 224- -- + «тп mess desee: 
Hence, writing 


m 


V a(t) = > din S(t) 


i 
we get 


| 
[V a(t) — tt) < — for t=t,, h=1,...,n. 
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By (4) the trigonometric polynomials are equi-uniformly 
continuous and every e-translation number for a(t) has the 
same property relatively to Rat), By the theorem of Arzel& 
in every finite interval 


Valt) = x(t). 


To prove the convergence to be uniform in (— оо, + оо) 
denote by L an e/3-inclusion interval for z(t). Then choose 
an interval <—a,a> of a length greater than Г. Every number 
tis of the form l+ with le <—a,a), т being common e/3-trans- 
lation number for x(t) and all the У,„(#). Hence, 


|V (t) —a(t)|| = |Р т) — НЕ т)| = IVa + т) — VQ] + 
+ [2() alt т) 0) 01165 


for n>N(e/3). 

The polynomials S,(#) are not uniquely determined, since 
they depend on the arrangement of the elements of the basis 
into a sequence. If we add to the basis some new elements 
and form the polynomials S4,(9) with respect to this extended 
basis the statements (c) and (d) hold likewise. 

We shall prove, besides, that the Bcchner polynomials 
S,(t) defined in the proof of the above theorem converge uni- 
formly to x(t). 

Denote by E the space of the a. p. functions y— y(t) with 
the same basis of exponents as the function z(t); linear ope- 
rations being defined as usual and the norm by formula 


In = sup |0(2)|1, 
Е is a Banach space. From theorem (@) it follows that the 
finite trigonometric polynomials are dense in E. For every у 


in Е form the operation 
Sn = © (У; 0) 


by formula (1); this operation is linear from Ё to E; moreover 


[Sali < | у. 
For every finite trigonometric polynomial 


k 
y = ФУ а, 6120! 


v—1 
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belonging to H we have 
k 
Sly; t) — Evn Ay Cie? 
v=} 


with lim e,4, —1; hence S,(y;t) 3 y(t). By the theorem of Ba- 
nach and Steinhaus ([1], р. 79) 


Snly;t) > y(t) 


for every y є E; hence the same holds for the element #=2X(t).. 
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GENERALIZED LIMITS AND MEANS 
Ву В. SIKORSKI (Warszawa) 


A semigroup С is said to be solvable 1) if there is a sequence 
G (SG, Game GG: 


of sub-semigroups {@,} such that, for i=1,...,n, 

(a) if pe бү, pe Gim, then there is a у* є @,_, such that 
y*g — фу; 

(b) if p,y є G,, then there is a y* є Gi— such that gy— y*yo; 

(c) @, contains only the unit element of G. 

In the sequel the letter f with indices will exclusively denote 
mappings of an abstract set Т into linear topological spaces. 
The symbol A(f) will denote the least closed convex set con- 
taining the image f(T) of T. If f, (¢=1,...,7) is a mapping of T 
into a linear topological space X,, then [f,...,f;] will denote 
the mapping g(t)=(fılt),...,f;(t)) of T into the Cartesian pro- 
duct X, X ... X Ху. The superposition f(g(t)) of mappings f, o will 
be denoted by fo. 


Theorem. Let G be a solvable semigroup of transformations 
of an abstract set Т into itself. With every mapping f of T into 
any linear topological space, such that the set K(f) 1s compact 
(= bicompact), one can associate a mapping Ф(],1) (t e Т) in such 
a way that | 

(1) D(f,t)= Ф(],ф(Ф))== O(fp,t) for every te T, p eG; 

(ii) Ø(f,t) e K(fp) for every eG; 

(iii) af P is a continuous linear transformation of X, x... X X, 
into Y (Х,,....Х, Y — linear topologicat spaces) and if K(f) is 
compact (i=1,...,j), then 


OI HIT, SE Flt) = Е(Ф(},,1), SE ‚Ф(],4)). 


1) If G is a group, the above definition is equivalent to the usual one. 
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Consequently, if G has the property 

(d) for every pair t,,¢, є T there are transformations g,,9, e G 
with g(t,) = (tg), 
then O(f)=@(f,t) does not depend on t. Then ®(f) is a func- 
tional defined on the class of all mappings f of T into linear 
topological spaces with compact K(f), such that 


Ф(}ю)=Ф(}) for each p eG: 
(ii^ O(f) K(fp) for each eG; 
(11°) O(FP[f,, ...,f;)) = Е(Ф(у,),...,Ф(7,)) for each sd continu- 
ўа Bot ve in particular Ф([},...,}/]) = (E(f), ...,0(fp)); 
') O(af+a’f')=aG(f)+ a'q(f') (а,а — ж ne) 
v’) de f maps T ми а partly ordered space ?), and f(t)>0 
for ri te T, then 9(f)z0. 


The above Theorem is 3 generalization of Theorem II in 
my paper On the existence om the generalized limit), which 
will be referred to as [GL]. The existence of the functional 
@(f), which should be called the generalized limit or the gene- 
тайге mean“) of f, was proved in [GL] under the more re- 
strietive hypothesis that G is abelian. It follows from the above 
Theorem that in [GL], Corollary 5), the assumption that the 
semigroup under consideration is abelian may be replaced by 
the weaker condition that it is solvable. 


Proof. Notice first that the Theorem is true if the semi- 
group is abelian. This fact follows immediately from the proof 
of [GL], Theorem II. 

Let {@,} (— 0,1,...,") be the sequence of semigroups satis- 
fying (a), (b) and (c). We shall show by induction on 7 that 
there is a functional @,f,t) (£—0,1,...,n) satisfying the con- 
ditions (i), (ii), and (iii), where Фара С are replaced by Ф; and G; 


2) A linear topological space is said to be partly ordered if there is 
defined an ordering relation æ>7 such that: 1° if x—g, then х + 224-2; 
2° if 2220 and a is a positive number, then ax>0; 3° the set of all x>0 is 
closed. 

3) Studia Mathematica 12 (1951), p. 117-124. 

*) See (GL], p. 124. 

5) [GL], p. 123. 
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respectively. Obviously the functional @(f,t)=@,(f,t) is the 
required one. 


The case 2—0 is trivial. Since @, contains only the iden- 
tical transformation, we put ®{(f,t)—=7j(t). In order to prove 
the Theorem it is sufficient to show that the existence of Ф;—+ 
implies the existence of Ф, (1<i<n). 


Write (ei if there exist transformations q,,...,¢m, 
Pisy Ym € Gi, and elements L,,...,im+ıeT such that Lt, 
!—lntı and фа) = Yallry1), k=1,..,m. The relation = is an 


N 
equivalence relation. For every te T, let t be the set of all 


Ge T such that t=t’, and let T be the set of all t (te T). 
If (eet and me б, then g(t) =9(Г). In fact, by (a) there 


are pk, yk € Ч. such that get, vRo—pyr, k=1,...,m 
Hence 


qoia) ail ill = qGU-)) = vip sri); 


which gives 9(t)==9(t’). Consequently the formula 
AA ^ 
p(t) = p(t) (te T, me G,) 


A N 
defines a transformation ф of T into itself. The class @ of all 
5 ^ © 3 . 

transformations ф (g є @,) is obviously a semigroup. Moreover, 
N 
G is an abelian semigroup. In fact, if o,y є @,, there is a y* є @ 4 
such that py=y*yp by (b). Consequently py—9"yg. Since 
y* «Git, we have qy*(t) =t, 1. е. y* is the identical mapping. 
AN NA 
Нерсе 99 = рд. 

N D D D e AAA e 

G being abelian, there is a functional @(f,¢) defined for all 

à 

mappings f of T into linear topological spaces with compact 

^ 
K(f) and satisfying (i), (1), and (iii), where Ф, Т, and С are 

^ ^ ^ 

replaced by Ф, T, ара С respectively. 


By (1), ®-i(f,t) = Oi .(f,U) if test. Consequently the 
formula 


(e) FO = Bild) 
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defines a mapping 7 on T. The set K(f) is compact since it 1s 
a closed subset of K(f) (see (п)). 
It is easy to verify that the functional Ф, defined by the 
equation 
NAA 


Ф\(],1) == Ф(}, t), 


^ 
where f is determined by (e), has the required properties. 
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ÜBER DIE ABSTANDE VON PUNKTEN né 
AUF DER KREISPERIPHERIE 


Von S. HARTMAN (Wroclaw) 


Auf dem Kreise vom Umfang 1 wird ein irrationaler Bo- 
gen E von einem beliebig gewählten Nullpunkt P, aus n einer 
als positiv festgesetzten Richtung n-mal hintereinander ab- 
gelegt. Es seien Р,,....Р»„ die so erhaltenen Endpunkte. Der 
kleinste Abstand von zwei benachbarten Punkten Р, (i— 
—0,1....,?) sei mit m, und der größte mit M, bezeichnet. 

Die nachstehend bewiesenen Sätze bestätigen die von 
H. Steinhaus geäußerte Vermutung, nach welcher 


lim nm,= 0, lim nm, = lim nMh=1, lim ».M,—oco 
n-»oo noo n-co De ée 


für fast jedes E 

Die Beweise bestehen größtenteils in einer einfachen Zu- 
rückführung auf bekannte Ergebnisse über die diophantischen 
Approximationen, so daß vor allem die Anschaulichkeit und 
Symmetrie der Steinhausschen Formulierung En 
für das Erscheinen dieser Arbeit waren. 

Für fast jede Zahl & ist bekanntlich die Folge ihrer Teil- 

1|, 1 
E SE +... un- 
beschränkt. Wegen der fur die Nenner der Näherungsbrüche 
pi qi pi(£)/qi(£) geltenden Formel qi= Бе: qim: ist die Re- 


nenner b,in der Kettenbruchentwicklung = 


lation lim b;— co mit 
i-»co 
(1) lim 9/91 0 
i300 
gleichbedeutend. 
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Lemma, Ist für ein irrationales Е und natürliches nzq, 
der Index i aus der Ungleichung qi <n <q bestimmt, so gilt 


(2) Mn=|qiF— Pil. 


Beweis. Zuerst bemerken wir, daß m, gleich dem (längs 
der Kreisperipherie gemessenen) Abstand von P, bis zum 
nächstliegenden Р, (k=1,...,n) ist. In der Tat: ist m„=P,P; 
und etwa 7 > 8, so ist 0<r—s=t<n und m,=té(mod 1) oder 
Mn=—tE (mod 1), daher m,—PoP;. Man hat also m,—|t£— u | 
bei geeignetem ganzen и. Daraus folgt mit Rücksicht auf die 
Irrationalität von ё, daß für jedes natürliche q<t (ja sogar 
für q<n, 4521) und jedes ganze р die Ungleichung |qé—»p|> 
>[té— и | besteht, daß also der Bruch w/t eine „beste Naherung 
zweiter Art” der Zahl & ist. Demnach muß bekanntlich ¢ mit 
einem d: identisch sein?). Da aber für j<i immer |g;£— pi| « 
«|gj£— p,| gilt, so hat man endlich £—4;, woraus (2) folgt. 


Satz I. Hat E unbeschränkte Teilnenner, so ist lim nm,— 0. 


n-»oo 


Beweis. Auf Grund des Lemmas hat man 
(3) ma,—|e,5— pi], 
also q;m4,—q/gj41, daher wegen (1) 
lim q;mq,= 0 
>= 
und umsomehr die Behauptung des Satzes. 
Bemerkung. Die Anwendung des Lemmas war in diesem 


Beweise unwesentlich, weil anstatt (3) die (augenscheinliche) 
Ungleichung m,,<|qié—pi| genügt hatte. 


Satz II. Hat E unbeschränkte Teilnenner, so ist im nm,=1. 
n-»oo 


Beweis. Es sei {q,,} eine Teilfolge von qı, welche den Be- 
dingungen 


(*) in 92/9412 0, 
(€) Ceti > 2 QR; 


!) A. J. Khintchine, Cepnye Drobi, Moskva-Leningrad 1949, izd. 2, 
S. 36. 
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genügt. Wir setzen q4,11— 9x, @ und beweisen, daß lim cym,,=1. 
1>00 


Da wegen (+) die Ungleichungen g,,<cı<gr,+1 bestehen, so 
liefert das Lemma Da |q6— рь, daher 


1 d, +1— 9, 
M> ——— und Cm. > ——. 
Qk, tit 9, Qk, +1 9, 


Demnach schließt man mit Rücksicht auf (*), daß lim c;m,,> 1. 
ica 
Da offenbar immer nm, «1. so ergibt sich tatsächlich lim c;m,,—1 
i->oa 


und lim nm,=1. 
n-»oo petu 
Es liegt die Frage nahe, was man über lim q;m,, aussagen 
1-00 


kann. Ich beweise nur, daß für fast jedes E die Ungleichung 
lim gima> 1/2 besteht. 
жос 


Es sei nämlich ein E gegeben, für welches 
(4) lim 41191. 


Daß fast jede Zahl diese Eigenschaft hat, folgt z. B. aus dem 
viel allgemeineren Satze, nach welchem fast immer die Werte 
41/941 ($—1,2,...) im Intervall (0,1) dicht liegen?) (offenbar 
folgt daraus auch, daß die in den vorigen Beweisen benutzte 
Relation (1) fast immer besteht). Aus dem Lemma schlieBt 
man (3), und so gilt 

quive 
git Quai 


es ist nun lim q,/(qi+ 4л) —1/2 infolge von (4). 
ioo 


Satz III. Hat E unbeschränkte Teilnenner, so ist lim n M,=—1. 
n-»oo 
Beweis. Es wird sogar lim q4.M,,—1 bewiesen, was schar- 
іуоо 
fer ist, weil offenbar immer nM,>1. Wir setzen wieder (1) 


voraus und halten vorläufig ein 2? fest, für welches 


(5) dita > 241. 


2) P. Lévy, Theorie de l'addition des variables aléatoires, Monographies 
des probabilités 1, Paris 1937, S. 314. 
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Außer den Punkten Po, Pi,- Pa, betrachten wir das System 
== Ро, 35... y, von Oe in positiver Richtung numerierten 
äquidistanten Punkten auf der Kreisperipherie. Fur k= 
= 0,1,...,9:—1 ordnen wir jedem Punkte P, den Punkt R,, mit 
l,=kp,(mod д) zu. Da (pi,q)-1, werden auf diese Weise 
verschiedenen P, verschiedene À, zugeordnet und demnach 
alle Р, erschöpft. Man hat 

kan, k > d 


ke le 
Ve = 


| o | Qi Qi TS 


(6) РЕ Ri, = 


Nun zeigen wir 
(1) Sind die Punkte P, und P, benachbart (d. h. liegt kein P, 
zwischen ihnen), so sind es R, und №, auch, d. h. es ist 


(7) В, В, =1] 4: 


(und dann offenbar |1, — 1,|=1). 
In der Tat: läge etwa zwischen A, und A, ein Punkt №, 


so würde man zuerst aus (6) 


— 1 — 1 
X Tags its ‚ Р.В < — 
2 Tr qua «t V) Qi 
und daraus weiter 
se ML pl 
Р, ү; lcs c с: 
Qi IH 


schlieBen; wegen (5) widerspricht das aber (6). 

Es ist M,<M,,-. Ist M, von einem Punktepaar Pr, Р, 
(v<r<s<q—1) realisiert, d.h. M,,1=P, Ps, 30 sind P, und P, 
jedenfalls benachbarte Punkte und deshalb gilt auf Grund 
von (i) aufer (8) auch noch (7). Aus (7) und (8) folgt 


Ж 


(9) Ма, <P jn 


Qi--1 | 

Läßt man jetzt $ unbeschränkt wachsen, во erhält man 
E. qt 
lim g, M,,« lim {1+ 2 —— 
kees тусо | Ч 41 

also lim ge M,,—1, У. 2. b. w. 


ioo 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 8 
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Satz IV. Hat E unbeschrankte Terlnenner, so ist in n M, — оо. 
noo 


Das ist eine Folgerung aus cinem Satz von Khintehine >) 
über sogenannte normale Formen. Die Form Lg(é)= q£—p— В 
mit ganzzahligen Variablen p,q heißt normal, wenn es ein 
у= (Е, В) und ein t,=1,(¢, 8) gibt, so daB zu jedem 121, We- 
nigstens ein Wertepaar (р, q) mit 


Sat ds neo ea 
| finden ist. 

Der hier benötigte Spezialfall des Khintehinesehen Satzes 
lautet nun‘): damit Lef) bei gegebenem irraticnalen & für 
jedes В normal sei, ist notwendig und hinreichend, daß & be- 
schrankte Teilnenner habe. Für unseren Zweck bedarf es nur 
der ersten Hälfte dieses Satzes. Ist nämlich für ein E immer 
nMn<Ü<oo, so ist jeder Punkt р der Kreisperipherie von dem 
nächstbenachbarten Punkte P, (1<4= 4(8,п)< п) weniger, als. 
Cin entfernt, also gilt für geeignetes р 


gi p— B\<C/n. 


Die Form Гл(&) erweist sich somit für jedes В als normal, und 
zwar mit y(é,8)—C--&e (e 50), dann hat aber E beschränkte 
Teilnenner und Satz IV ist bewiesen. 

Wird die Voraussetzung (5) im Beweise des Satzes ИТ fal- 
len gelassen, so ergibt die dort angewandte Schlußweise an- 


: j _3 2 
statt der Formel (9) die schwächere Abschätzung M ,, — — + PEL 
| di IH 


deren man ohne weiteres 
ug qi Mq,» für jedes £ 


entnimmt. 


з) A.J. Khintchine, Über die angenäherte Auflösung linearer Gleichun- 
gen in ganzen Zahlen, Matematiéeski] Sbornik 32 (1925), N. 203-218. 
4) А. J. Khintchine, loe. eit. !), S. 58 
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UBER DEN AUFBAU EINES ERWEITERTEN 
GREENSCHEN TENSORS KANONISCHER 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN AUS ASSOZIERTEN 
LOSUNGSSYSTEMEN !) 


Von E. HöLper (Leipzig) 


1. Anfangs- und Endbedingung und die zugehörigen feld- 
artigen Scharen. Es liege ein positiv regulares kanonisches 
System 


(1) ym My, — 0, Y + Hi = 0, 7229 WD A <1 > i. 
mit der Hamilton-Funktion 
(2) 2H(t, 25,4) = e(t)y y, 2b4(t) 27у + a, (t) cta 


für die Variablen z'(t), y(t) vor, ferner für die Anfangs- und 
Endwerte æ” = 2(1), af: x,y! eine selbstadjungierte Randbe- 
dingung, die aus zwei getrennten Endbedingungen ?) 


9 1 
(2) (а, y^) = ah" уі, at 0, analog (it, у!) = 0, 


s 0 "T o 0 o H ‚ : e 
Una, yy) = уу — Yy — By gn B=, Са) = 


(Baye = Ber ec? №, К == то tl, n; A =I,...,79; und ana- 


1) Die vorliegende Note ist der Auszug eines Vortrags, den ich auf 
der Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in Würzburg im 
September 1943 gehalten habe. Das im Anschluss daran für den Jahres- 
bericht der DMV eingesandte Manuskript ist verloren gegangen. Es ist 
hier — abgesehen von einigen Bezeichnungsänderungen — in unveränderter- 
Form wiederhergestellt. 

2) Diese Trennung kónte auch bei der allgemeiusten selbstadjungierten. 
Randbedingung durch Hinzufügen weiterer unabhangiger Variablenpaare 
gnth”, V n- bn erreicht werden, vgl. Hestenes, Amer. M. S. ‘Trans. 36 


gF 
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log für den Endpunkt) bestehend angenommen wird; jede 
von ihnen definiert einzeln ein lineares feldartiges Extremalen- 
gebilde (.M?) bzw. (M1)°). 


2. Assoziierte Lösungssysteme. Für (M!) bilden wir eine 


Basis 
wii E 
y} y 


(mit Matrizenschreibweise und Transpositionsakzent), x'y = y'», 
deren erste Spaltengruppe 


Sep S) 


Cou » 


die (МО) und (М!) gemeinsam angehórenden Nullósungen des 
Systems (1), (2) sind. 

a 

L 


Die Basis 
ergänzen wir zu einem (im Sinne von у. Escherich) asso- 
ziierten Fundamentalsystem 


ae ot 
H 7) 
I? 
Vij Y 
derart, dass die durch 


A\ [uw v) [Q 
Y] \wy P 
gegebene Transformation (Q', Р) ^ (.X', У) kanonisch ist, somit 4) 


wv=vu, wv'y-y'v, wg —vor-e.. 


(1934), Auch ein ganz beliegiges lineares Randwertproblem irgend- welcher 
linearer Differentialgleichungen liesse sich behandeln, indem es durch 
Hinzufügen des adjungierten System zu einem selbstadjungierten Gesamt- 
system erganzt wird. 

8) Vgl. М. Morse, The Calculus of variations in the large, New York 
1934, S. 64 ff., 102 ff. 

4) Vgl. J. Radon, Zum problem von Lagrange, Hamb. Abh. 6 (1928), 
3. 293. 
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3. Normierung der Basis einer felbartigen Schar in Bezug 
auf die zweite. Vermöge dieser Assoziiertheit ergeben geeignete 
Elementartransformationen (Multiplikation einer Spalte mit 
einer Zahl, bzw. Addition des Vielfachen einer Spalte zu einer 
anderen) für die Basis des feldartiges Gebildes, (M9?) dieselbe 
Normalform der Koeffizienten matrix, wie sie Carathe- 
odory?) bei seinem speziellen assoziierten Fundamental- 
system erhält; wir können uns begnügen mit der (etwas 
weniger weitgehenden) Reduktion 

() () 


(3) "i К й | d SH 
| Dip: А IW y Sy jn” eJ 
\ 8 jr () 7 
bei der nur die Spalten der ersten Gruppe unter sich elemen- 


tar transformiert zu werden brauchten. 


4. Ergänzung zu einem beiden feldartigen Scharen mög- 
lichst angepassten assoziierten Lösungssystem. Durch Ergän- 
zung der in (3) rechts stehenden Koeffizientenmatrix zu 


ef 0 0 () 


J 
() 3 () () 
( 1 ) s ^ of’ () 
5 gr 5 i' j" v 
` 4 py 
5 i" j’ ZENS і! J" 0 d, 


mit den Grössen s;»» — sy,» und den noch willkürlichen jm (m +1) 
Grössen syj— spy, welche die symmetrische Matrix 


$ i! y 5 i j” 
э = 
S і! y S i j” 


ergeben, erhält man ein neues assozliertes System 6) 


(5) и & u а Ok Ut 2 
e) — — 
Di y | р yrs Е | U+YS y 
5) С. Carathéodory, Variationsrechnung, Leipzig und Berlin 1935, 


S. 265-269. 
в) Vgl. L. Siegel, Math. Ann. 116, 
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mit den ursprünglichen zu (M!) gehörigen dritten und vierten 
Spaltengruppen 


/ 1 1 
y 
und obendrein mit einer zweiten Spaltengruppe 
js 
Piy 


0 0 
UF (фр, Pr) = 0, U s o) py) —ü 


die zu ( M?) gehórt und 


erfüllt. Die erste, zu den Nullósungen assoziierte Spaltengruppe 


e) 
Pij 


tut dies aber nicht, sondern es sind die Grössen 


0 
hf af T Le. 
(6) U KK P y) xx Кр, 


0 
U pr — Кре jr 
bei jedem 7’=1,..., nicht alle Null. 


5. Der erweiterte Grcensehe Tensor. Nunmehr erklären wir 
wie im einfaehsten von Burkhardt behandelten Fall durch 


ij і qu’ qy’ д’ cp 
(7) E (t, t) Hyt, t)| = (1 , ау \ bzw. — | T P | 
Fit, t). Kult) \ра” py’) YG РІ 
für t<t bzw. t<t, wobei z. В. ga’ — (qiac'!, bedeutet, einen offen- 
bar symmetrischen Greenschen Tensor im erweiterten Sinn 7): 
Чү, t) =G (t,t), K y(t, б) = Ку, t), 
Hat, t) = J{t, t). 


7) Fiir den Fall, dass die Spaltengruppe 
di 
; ei), 
(z | E: | 
der Nullösuugen fehlt, habe ich den (gewohulichsten) Greenschen Tensor 
angegeben in den Abh. Math. Seminar Hamburg 13 (1939), S. 276 f. 
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Seine Spalten 
w(t) = Gt, t), ү Hit, t), 
Hatt = УИ). Kai, t) 


genügen der Differentialgleichung (1), der (von den willkürli- 
chen zer nieht mehr abhängigen) Randbedingung 


0 
hh’, "P 4 + NM H И 
| U"(r,y)— —Xkvr a =—) kr Yi) 
(3) : T bzw. | 
jl y 
Uy => — A Кр ГА д? — =y kp Y Yi 


und 
In u 1 
| U (æ, у) =9, 
1 
HE Uo 


für beide Spaltengruppen, und der Sprungrelation 


( H\ nero О e 
À J GER a Ж o : 


dla die Assoziiertheit statt durch 


(9) 


qp-pq, уу, gy—p'e=—e 
auch dureh 
qe ty’, PY =YP, qy —@р = 


beschrieben werden kann. 


6. Auflösung der Randwertaufgabe für das nichtlineare 
kanonische System. Für das nichtlineare kanonische System 


(10) $'—H,—60y, YİHH i = — Oi 


zusammen mit der Randbedingung (2), wobei O,i, Ө, Glieder 
zweiten und höheren Grades in vi, у, oder mit einem kleinen 
Parameter multiplizierte Glieder sind, findet man auf Grund 
der Greenschen Formel 

t! 

He Pap) — y: Lg pla №, (2,у) —piLo,y)]jdt — 

і 

= EN pi — Yi orl, 


120 Е. HOLDER 


die Lösungen unter denen des nichtlinearen Integralgleichungs- 
systems 


ti 
TP rli + f 150 у + HO, )at, 
1? 


t! 
у, =", и n. fe ӨЗ + ien LL 
і" 


" з - Ж IU ml, 0 
(19) hy = LY, d — 9 pl. 


Letzteres, (11), lásst sich unter geeigneten Voraussetzungen 
mit zunächst willkürlichen Parametern rp, wofern diese genü- 
gend klein gehalten werden, durch sukzessive Approximatio- 
nen auflösen 9). 


Die Lösungen 


von (11) genügen der Differentialgleichung (1), ferner der 
Endbedingung 


1 / 
oF =0 
1 
Uy: ==) 
und haben die vorgegebenen Parameter (12): 
[qv Ur FE Piy оү = Py ° 


Der Anfangsbedingung 


genügen die 


8) Vgl. Erhardt Schmidt, Math. Ann. 65 (1908), S. 370-399 und 
Liehtensteins in Lwów gehaltene Vorlesungen über einige Klassen 
nichtlinearer Integralgleichungen und Integro-Differentialgleichungen, Berlin 
1931. 
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jedoch dann und nur dann, wenn die Linearkombinationen 
von Anfangswerten bzw. die akzessorischen Extremalen 


У gf Cr Y qut) CF n 
a Чи zd , eg "m Т 

bzw. = 1} (c! =— / (aii Ө j+ y} Ө.) dt) 
Za ` ` Zooo : 


dem Gebilde (M°) angehören; das ist der Fall nur für С? = 0, 
) =1,...,т, also wenn die Parameter rp, zum Schluss durch 
die Verzweigungsgleichungen 


Lt! 


(13) Je, wi Ө ү) — 0 (j=1,...,m) 


bestimmt werden. 


AN APPLICATION OF PROBABILITY THEORY 
TO THE STUDY OF LAPLACE’S EQUATION 


By M. Kac (Ithaca, U.S. A.) 


1. The main purpose of this paper is to construct explicitly 
the Green’s function of the equation Au=0, considered in 
a bounded closed three-dimensicnal region 2, which vanishes 
on the boundary of the region. Only minor modifications will 
be needed to extend the results to higher dimensions but the 
method breaks down for the plane. 

The construction will be accomplished by a method based 
on the theory of Brownian motion, as developed some thirty 
years ago by N. Wiener, and will follow rather closely the 
last two sections of the author’s paper “On some connections 
between probability theory and differential and integral equa- 
tions” soon to appear in the Proceedings of the Second Ber- 
keley Symposium on Mathematical Statistics and Probability. 

The author is particularly happy to offer this paper to 
the volume honoring Professor H. Steinhaus. It was as 
a student of Professor Steinhaus that the author first be- 
came interested in the Theory of Probability and in the theory 
of Brownian motion,.and it was from Professor Steinhaus 
that the author also learned to seek connections between Pro- 
bability Theory and seemingly unrelated problems in other 
branches of Mathematics. 


2. Let 2 be a bounded closed three-dimensional region 
and Q, the set of its interior points. Let К be a closed sphere 
(interior+ boundary) containing 2 in its interior and set 


B=K—2Q,, 
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and 


— 
м 
~ 
— 

— 
= 
— 
| 
| 
=e 


Finally, let AC (2, be a sphere. 


In his researches on Brownian motion N. Wiener has 
shown that it is possible to introduce a completely additive 
measure in the space C of all continuous functions z(t), 0 <t<oo, 
i(0)— 0, subject to the condition that, for t, —t,... —t,, 


Prob. {adi Ж) S Piris Un ln) Sn) 


fn fi Ay „Ba (x, A 04 


SW teca — — 
(2.1) d d: RTE TE) 20 nn qu, ‚die, 


(27 ШЫ tilta- Bi ty)... (tn 1—1) 


Here we use the word “probability” synonymously with 
"measure". If we consider the product space CxCxC with 
an appropriately induced product measure, we are led to 


oe 
a measure in the space of all three-dimensional paths r(t), 
a+ 
7(0)— 0. (The measure of the whole space is easily seen to be 1). 


> 
Let now ye Q, and consider, for и>0, the integral 


I >> 
—uf Уруг) ас > > 


f Be ' , y Е Aydt, 
0 


where 
t >> 
—и | Уруг) аг > > 
0 


Ale ‚ Y+i(t}e A} 


denotes the Wiener integral of 


{>> 
—u | Vgly+ r) de 
e 9 


over the set of those paths whieh satisfy the condition 
x adis c 


y r(t) eA 
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Using (2.1) and following the computations of the last two 
sections of my paper cited in § 1, we arrive at the formula 


са 


‘>> 
—и | Увш) > > 
не g ‚ y r(t) e А 


— 
te 
be 

— 

= 


оа -> 
ral 1 Nadu tele ЛИ, ub e) A 
> D 


> > 1 À 
2m |r— y | j=0 nore MET v lo—r| 


where the us are the eigenvalues and the yÿs the normalized 
eigenfunctions of the integral equation 


| | vo) 
(2.3) = vie) 


Dr» КМ 


ge uyl). 


> > 

It is not difficult to show that the kernel |o—r| * is com- 

pletely continuous and positive definite. In particular, it fol- 
lows that the eigenfunctions form a complete set. 


> 
Assuming that A is a sphere of radius д about the point 7, 


and letting ö—0, we obtain 


t 
oo 


(>> 

—и | Kette > + > 
lim To 2 » y+ r(t) — rg | «colat 
EE 53 
EKA 


à ati Ый (0) > 1 | 
= » | ° Удо vi o) 
— а. — ааа t єс м do— f | 


Ze [70| ji T+ my eee lo—y| Zap ien 


The series on the right hand side of (2.4) converges absolutely 
and uniformly (in y) in every closed subset of 2,. This fol- 
lows from Schwarz’s and Bessel’s inequalities. Set 


1. > 
den via SACH Ye) do 


- 


(2.5) Haly, ro) = > — | 


/=1 = Lu; 270 В HH ae. lo— ro 
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and. note that (2.3) may now be rewritten in the form 


со E >> 
—u Î Valytr))dt > 
Ir 0 ‚ ly rt) Е 
0 
(2.6) | 1 > >> > 
— — de addi dh H,(y,r)adr. 
2m у 5$ lr—y| | 


‹ =} = 
|r—ry| <ð Ir—1,| «ó 


3. Let us now note that 


= t >> 
—u [ Valytrit)dt „ > 
o< в ү ГЕЯ (t) — r| <d} dt 


^ + > A ee 
< J Prob. {jy+ vti — n| pat 
0 


1 - st 
= | Gene J^ en a dodi 
б — J 


1 ge 1 | 
SS Н) < У, 
ари 2m "A 
or 
E EE | | 
(3.1) 0 < Нику, то} < — EX 
Im |r— y | 


+ -> 
If y and r, are close to each other a better upper estimate 
-> 
can be obtained. Let S=S(y,a) be the sphere with center 
= -— 
at y and radius a and assume that SC). Let roc S and let 


>> > 
T= Т(у, R) be the sphere with center at у and radius À chosen 
in such a way that ТОВ. Let T—S= B, and note that B, OB. 


126 M. KAC 


E + 
Clearly, Vz(r)>V в(Г) and hence the analogue of E M dedo 
>> 
b, which we denote by Ну, ғо) satisfies the inequality 

(3.2) H (y, v) < Н (y, Yo): 


From the formula 
t 


go Гр Es 
f À — 1 | || p Ur DU dr — > | > 
lim en) duce ‚|y+rlt)—r,|<ö}dt 
e 0 
8-0 {12:0 
| 1 799% n 
—H,,! ЖУ, 
> > 
2m lr, у 


and the our properties of Brownian motion if tollows 

that H, мү: o) Is of spherical symmetry (i.e. a function of 

-> _ >> 

Ir, Bad Writing the an: Wuere of (2.5), we note that Ну, т} 
> 

is a harmonie function of p as long as ғ, «€ S. Being harmonic 


> A 
and of spherical symmetry H;(y,r, must be a constant (de- 
pending on и) 


€ М ma 2 Si . 
(3.3) HAN, то) = a(t), ro € ^. 
Since 

gn | ] 
Hy, ry) = > + ! 
2m jro —Y| 
we have 
] > 
AZ — — e SW LOT every кєн; 
2m |ro— y] 
and, consequently, 
La 
(3.4) аи) < < = 


ск а 
From (3.1), (3.2), (3.3) and (3.4) it follows that the positive 
functions НЕМ are uniformly bounded from above. From 
(2.5), it moreover follows that the functions H а ате һат- 
monic in 7 Е 2, (also in E e £2,, but we prefer to keep fixed 


> 
and consider H, as functions of y). 
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From (2.4) it follows immediately that и <и, implies 
>> >> 
H a (у, Tal > H a (Y, то), 
and, consequently, if м оо, increasingly (и { со) the func- 


>> 
tions H,(y,ry) form a non-decreasing family of harmonic func- 
tions. Since these functions are uniformly bounded, from above, 
it follows from Harnack’s Second Theorem that 


M | > > | >> 
(3.5) ч FLAY, Ty) = Ы (9,7), 


+ + > 
and (у, го) is harmonic in y e Q,. Finally, from (2.6) and (3.5) 
it follows that 
> to 5 
—u J Vaty+r(r))dr +» > > 
m E(e 9 ‚ [y+ r(t).—r,|«ó)at 


(3.6) 


= 
Ir—rj| < 


4. 1t shall now be demonstrated that 


+ + ] 1 PR 


(4.1) GO, rl — e H(y,r) 


2m |r— y | 


í >> 
is the desired Green’s functions. G(y,r) has already the proper 
form (except that the usual 1/4% factor is replaced by 1/2x} 


-e 
so that it remains to show that as y approaches a boundary 


>> 
point of 2,, @(y,r) approaches 0. This however, need not be 
true and we must impose regularity conditions on the boun- 


- 
dary points. We shall call a point y, cf the boundary of 2, 


regular!) if, for every t>(, 


> > 
(gL) Prob. {yo+ r(t) e В, O<t<t}=0. 


1) An analogous condition for regularity for the ‘outside’? Dirichlet 
problem is discussed briefly in our paper cited in §1. A. Dvoretzky 
proved that the analogue of (4.2) is also a necessary condition for regularity. 


128 M. KAC 

In other words, a point is called regular if a Brownian par- 

ticle starting from it must, with probability 1, find itself out- 
+ 

side 2), no matter how short the time interval is. Let y, be 


such that (4.2) holds and note that 


C x» 
—u | Vg(gotr(rhdt > + > 
lim Ее ° ‚ (Yo + r(t)— ro <0} 
pu 


Еб 
= Prob. (votre) eR) est; 


ber MI zo 


> > 
< Prob. fue + (т) є В, 0<т<1= 0. 


Thus 
| | 
(4.3) иш f = > meh П, Yo. r rihar— — |} 
>> SE lr Me 
|r—ro| <ô 
Set 
À — 
piston == f e SS te, Yr rar 
уу ИО 
|r—ro| <ð 
and 
>. | 1 >>) > 
Е(у)= J 1 compas нцу, rar. 
> Soe 2m |r—y| 


We have Z',(y) z F(y) and from (2.5) we see that Faly) is a con- 
tinuous function in the closed region 2 (in fact, it is conti- 


—- 
nuous in К). From (4.3) it follows that F(y,)=0. Let now 
> + > > 
{Yn}, Yn € Qo, be à sequence of points such that ул 3g. Sup- 
> | + 
pose that P(y,)— 8 —0, then, for nearly all n, F(y,) > 8/2 and 


*) Added in proof: This is incorrect as it stands but becomes correct 
> > 
if the statement “y,+r(r) non ef, 0<c<it" is replaced by the statement 


“the curve reg, O<r<t, spends 0 time in 6“. If Q is star-shaped 
both statements are probabilistically equivalent, i. e. the probabilities 
are the same. 

Except for this modification, which somewhat narrows the generality 
of the final result, the reasoning is unaffected. 
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— > > 
hence F{Yn) > 8/2. Since F,(y) is continuous at yo, FaulYo) = B[2 


-> + 
and hence F(y,)= lim F,(y,) > В/2 contrary to the assumption 
u^oo 


> 

that F(yg)— 0. Thus 

E > > 

F(y)—0 as уу. 
- D E D > D ze > " 
If ô is sufficiently small, and y is outside the sphere |7— 7, <0, 
we have, by the well known property of harmonic functions, 
> 4 >> 
F(y)= 37? GY, Yo) 


and, consequently, 


> > E 


— 
{4.4) G(yo,19)— 0 aS у-уу. 


The condition (4.2) of regularity can be replaced by a much 
stronger condition of an entirely classical nature. Let us as- 


x 
sume that y, is such that there exists a sphere through it 
which is in В and is outside Q, (Poincare’s regularity con- 


-> 
dition) then y, is regular in the sense of (4.2). In fact, denote 
the sphere by S and since SCB it follows that 


> > | 
Prob. {yo+ r(z) є B, 0<т<1) 
> > M 
< Prob. {yp 7(т) e 8, 0 zc «lj. 
The latter probability is known to be 0. 


6. In summary our principal result is as follows: 


>> 

The Green's function G(y,r) of Ли= 0 which vanishes at 
every regular point of the boundary of Q, is given by the 
formula 


Gy, 7) = > > 
2n |r— y. 
(5.1) со > > 
; ACT =] 100) > ( Xd 
—lim > —— = {+ ЗАТЕ ET о) do 
"za = утв lo—y| 2-5 lo—rl 
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and equivalently, in purely probabilistic terms, 


- I >> 
>> | —u [ Ува > > > 
(5.2) @(y,r) = lim lim сер] Ei : sly tr(t)—r|<od}dt. 
uroo 8->0 $ПО 7 

The first of these expressions (5.1) is entirely classical in 
nature and it is rather likely that a proof circumventing the 
use of the theory of Wiener’s measure can be found. The cu- 
rious feature of (5.1) is the arbitrariness of B. This is entirely 
clear on probabilistic ground, because, roughly speaking, we 
are dealing only with the event of the Brownian particle not 
leaving (2, and this event is equivalent to the event of not 
entering B. The former event is clearly independent of B and 
the fact that our formulas contain B is more or less accidental. 

Yet, the appearance of B is of great technical convenience 
because it allows us to dispose with a good many tedious con- 
siderations involving the boundary of Q,. It is clear, of course, 
that the integrals over B in (5.1) should be replaced by inte- 
grals over the boundary of Q, But it is more efficient not 
to use surface integrals and to thus avoid all the complicated 
pathology of surface area which for the problem in question 
is only of secondary importance. 


RECHERCHES ALGEBRIQUES SUR LES OPERATIONS 
ANALYTIQUES ET QUASI-ANALYTIQUES ') 


Par J. Los (Wroctaw) 


Soit X une classe de sous-ensembles d’un ensemble fixé Е 
et Ф une operation dans X de type a (a est un nombre ordi- 
nal), c’est-à-dire telle que, pour chaque suite Х,,Х,,..., Хь... 
(£<a) d’ensembles de X, Ф(Х,, Х,,..., Хь...) soit un ensemble 
de X. D’après L. Kantorovitch et E. Livenson?), l’ope- 
ration Ф est dite quasi-analytique si pe DA, X,,..., Xc...) et 
p non-e Ф( Y,, Y,,..., Ye,...) entraîne l’existence d'un nombre 
&<а pour lequel on ait 

pe Xz, pnon-e Ya, 
ou bien 

pnon-e Vs, pe Ye, 
et analytique si | 


р Е Ф( X1; X,, “Aer aie q non-e Ф( Yon Moe “+° Y+, . 0) 
entraîne existence d'un nombre &,<a pour lequel on ait 


pe А, qnon-e Уд, 
ou bien 
pnon- Xe, qe Ys. 


EIU 


1) Présenté à la Société Polonaise de Mathématique, Section de Wroc- 
law, le 16 Octobre 1951. 

2) L. Kantorovitch and E. Livenson, Memoir on the Analytical 
Operations and Projective Sets I, Fundamenta Mathematicae 18 (1932), 
p. 214-279. 
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E. Marezewski?) a remarqué que les opérations quasi-ana- 
lytiques peuvent étre définies par la formule 


(M) DUE Xa, Хо) ФУ, Yos Yer )C IR Vp d 


Nous ferons plus loin usage de cette remarque. 

Je me propose d’examiner dans cette Note la structure des 
opérations analytiques et quasi-analytiques a un isomorphisme 
pres, ce qui mene & une definition abstraite de ces opérations 
a Vaide des notions de la theorie générale des opérations, 
c’est-à-dire à l'aide des notions de sous-algebre, de congruence 
et de produit direct des opérations. 

Le § 2 contient un théoreme de la théorie générale des 
opérations qui sera utilisé dans ce qui suit 5). 


§ 1. Notions de la théorie générale des opérations. A étant 
un ensemble fixé, o est dite operation de type a sur A si à cha- 
que suite 8,,05,...,0:,... (<a) d'éléments de A correspond un 
élément g(4, de, @е,...) de A. Un couple <A,y} est dit algèbre 
si p est une opération sur A. Nous allons désigner les algébres 
par la majuscule grecque Г. Dans la suite, nous n'envisagerons 
que des algebres Г=<А,ф», où y est une opération d'un type 
fixé a. 

Une algèbre T, =A, p> est dite sous-algebre de l'algèbre 
T=<A,p) si A,CA et ф(0;,4,,...,@,...) = ра а ...,05,...) pour 
@ e Ау. Evidemment, si Г, est une sous-algébre de Г, on peut 
identifier les opérations p et 9, sur A, et poser /4—44,,9». 

Une relation binaire ~, définie dans l’ensemble A de l'al- 
gebre Г, est dite congruence de cette algebre si elle est une re- 
lation d'équivalence sur A, et, si (а, Mg, ..., Me, ee, Di, Da, Dë, e A): 


(1.1) az~b:, pour tous les £«a, entraîne 


P (Ay Ag, ... 40g, ...) 9 (b, , Oo, ... bg, ...). 


3) Е. Marczewski, Concerning the symmetric difference in the theory 
of sets and in Boolean algebras, Colloquium Mathematicum 1 (1948), 
p. 197-202. 

t) Par + est désigné l'opération de la différence symétrique X— Y = 
—(X—Y)rT(I—X). 

5) Je vais publier prochainement les autres applications de ce théoréme 
(à la théorie des groupes abéliens). 
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Chaque congruence ~ de l’algebre Г permet de définir 
une nouvelle algèbre qui sera désignée par Jl =<A/~,9/~), 
et appelée algébre-quotient. L'ensemble A/~ est celui de toutes 
les classes d'abstraction de la relation ~ sur A (Pélément 
de A/~ qui consiste en tous les 2 є A pour lesquels ax sera 
désigné par a/~), et l'opération g/-. est définie par la formule 


(1.2) gll ln Dal ng eg 0t] —,...)  9(04,0., ...,05, e ll —. 


59 


Il résulte de (1.1) que w/= est une opération sur A/~. 

Si t={1y=<At, PÈ} est une famille d’algebres, nous 

comprenons par produit direct des algebres de la famille т 

une algébre on. ou A est le produit cartésien des 
{Е іє 


ensembles A,, te А, (PA, Se compose alors de toutes les 
teT 


fonctions f, définies pour te T, et telles que f(t) e А}, et où 
l’operation ф est definie par l’equivalence 


(1.3) Ф(Ј Ў, fn) f 


si F) — efi, f D, fat), .…) pour chaque te T. 
Dans le cas, ai Т un ensemble fini, par exemple T= 


—(1,2,..,»», le produit cartésien ES peut étre envisagé 
€ 


comme ensemble de toutes les suites finies <a, a, ..., am), 
ou a e dg. On peut alors simplifier la définition (1.3): 


(1.4) Ф(< В, af, ..., а, Хау), af, ..., af, ..., Са, aM), ..., aq», ...) — 


e, (4P, af). AD.) PAAR, A,n) yeee (af) ok), qp. ox 


Le produit direct des algebres de.la famille т sera désigné 
par p Si, pour chaque te T, on a Г,= Г, le produit ФГ, 


tel 
est Send puissance directe de l'algèbre J’; elle ne dépend évi- 
demment que de Г et de la puissance (dans le sens de la théorie 


des ensembles) de T; nous posons alors ФГ, = Г", où m— T. 
tel 


Exemples. Soient À l’ensemble des nombres réels, I l'en- 
semble des nombres entiers, et N l’ensemble des nombres na- 
turels. Г. — (E, +>, Г„=<1, +>, Г. =<N, +) sont des algebres. 
Г. est une sous-algebre de Г,, Г, en est une de T, évidem- 
ment Г. est alors une sous-algebre de J}. 
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La relation a~b, qui a lieu entre deux nombres réels si 
&— b є I, est une congruence de l’algebre Г; l'algébre-quotient 
[,/= est Valgébre d'addition mod 1. L'algébre-puissance Г 
est isomorphe à Palgébre Г=<0, +>, ou C est l’ensemble 
des nombres complexes. 


§ 2. Un théoréme de la théorie générale des opérations. 
Nous dirons que la congruence ~ de l'algébre [=<A,q > sé- 
pare les éléments a,b є А si ab n'a pas lieu, ou, ce qui re- 
vient au méme, si a/~+b/~. Une famille (^e de con- 
gruences de Г sépare toute l'algébre l si, pour chaque couple 
d'éléments a,b є A, il existe un te T tel que la congruence +, 
Sépare a et b. 


Théorème 1. Si la famille {— ет. de congruences de Г 
sépare toute l’algebre Г, alors Г est isomorphe a une sous-algebre 
du produit direct £P(I'| ~,). 


teT 
Demonstration. Posons £P(l'|,) = Гу=<Р‹А [2 ,), Фо», et, 
teT teT 
pour Oe А, 
{2.1) h(aj— f e P(A/~») 
teT 


si f(t)=a/~, pour chaque te T. Nous avons, pour 
04,05,...,05,... c A et ha less 100) },.., Ме) үә, -.-; 
go(h(a,), h(85),..., h(88),...) giele fes fes f 
ou, d'apres (1.3), 
OT hlt), falt), -3 Feld). 
Mais, d’après (2.1), fa(t)=as/~1, alors 
Мо л ео: 
De la formule (1.2), nous obtenons 
/(@)=‹ф(ау,а„,...,@,...)/ —t 


et, puisque c’est valable pour tout te Т, il résulte de (2.1) 


que f—h(g(a,,8.,...,05,...)). 
Finalement, nous avons 


(2.2) go( h(a,), h(a5), ..., hlag), ...) = hpl æi , a5, ..., a4, ...)). 
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Mais la fonction h est biunivoque, ce qui résulte facilement 
de la séparation de Г par la famille {_;}47. On tire alors 
de la formule (2.2), que (h(.A),9,» est une sous-algebre de I, 
somorphe a Г с. q. f. 4. 


§ 3. Quelques propriétés des algébres quasi-analytiques et 
analytiques. L'algébre Г=<А,ф» est dite analytique, ou quasi- 
analytique, s’il existe un ensemble E, une famille X de sous- 
ensembles de Е et une opération analytique, ou quasi-analy- 
tique, Ф sur X, tels que l’algebre (X,9» soit isomorphe à l’al- 
gebre Г. 

Lemme 1. Toute algebre analytique est quasi-analytique. 


La demonstration est évidente. 


Lemme 2. Toute sous-algebre dune algebre analytique, ou 
quasi-analytique, est analytique, ou quasi-analytique. 
La démonstration est évidente. 


Lemme 3. Si {Ihrer est une famille d’aigebres quasi-analy- 


tiques, le produit ФГ, est aussi une algebre quasi-analytique. 
teT 


Demonstration. Pour chaque te Т, soit X, une famille 
de sous-ensembles de l'ensemble E,, Ф, une opération quasi- 
analytique sur X, telle que l’algebre <X,,,> soit isomorphe 
à Г,. Nous pouvons supposer que les ensembles de la famille 
{Eter Soient disjoints deux à deux; considérons la famille X 


des sous-ensembles de У Е, qui sont de la forme У X;, où 
te7 teT 


X,eX,. Pour УХ, à А. Y XP, e X, posons 
ter teT te 


DNA DANS. УМЕ УФХ, ХИМ» à 
teT teT (c1 te 
On vérifie facilement que ® est une opération quasi-analytique 
sur X, et que <X,® est isomorphe à PT, с. q. f. d. 
{ЕТ 


Lemme 4. Si Г est une algebre analytique, la puissance Г" 
(ou т est un nombre cardinal arbitraire) est aussi une algebre 
analytique. 

La démonstration est semblable & celle du Lemme 3. 
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Lemme 65. Si X se compose de deux ensembles 0 et E (0— 
ensemble vide), toute opération sur X est analytique. 


La démonstration se fait par simple vérification. 


Lemme 6. Si l’ensemble A se compose de deux points, chaque 
algèbre Г=<А,ф» est analytique. 


Ce lemme résulte du Lemme 5. 


5 4. Congruenee des opérations! analytiques et quasi-ana- 
lytiques. 


Lemme 7. Soit Ф une opération quasi-analytique sur la 
famille X de sous-ensembles de l’ensemble E, et р un point de Е. 
La relation Xm,Y, qui a lieu entre deux ensembles X,Y e X 
seulement lorsque p non-e X ~ Y, est une congruence de Val- 
gebre (X,b). 


Ce lemme résulte de la formule (M). 


Lemme 8. S? Ф est une opération quasi-analytique sur la 
famille X de sous-ensembles de E, l’ensemble ЖІ, ой pe E, 
contient deux elements au plus. La famille {~p}, composée des 
congruences ~p pour lesquelles l’ensemble X/~, contient exacte- 
ment deux elements, sépare toute Valgebre ZE d: 


La démonstration est évidente. Les deux éléments de X/~p 
sont la classe des ensembles X e X pour lesquels pe X, et la 
classe des ensembles Xe X pour lesquels р non-e X (l’une 
d'elles peut étre vide). 


Lemme 9. Si Ф est une opération analytique sur une famille X 
de sous-ensembles de Е, р, д є E, X/-, et X/~; contiennent 
chacun exactement deux elements, alors les algebres-quotients 
{X,PD>/~, et CX,0»/! ~q sont isomorphes. 


Démonstration. Soit X, (ou Y,) un ensemble conte- 
nant p (ou q), et X, (ou Fal un ensemble ne contenant pas p 
(ou q); la classe X/~, ne se compose que des ensembles EI 
et X,/~,, la classe X/~, ne que des ensembles Y,/~, et 
Y, ~q: 
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Posons h(X,;/~,)=Y,/~, (8=0,1), et supposons que la 
formule 


UE NEL EE X sel — p; ...))= 
=P! sh As ph Xs mp); ie halep = 


=P] wal Уз, ~q Ys] as Ув: ~g), 
où s= 0,1, pour &<а, soit en défaut. Alors 


D nen ny X se| pr le Xs — p; 


aq? mg! } 8, wate 


| 7 оа 7 i 
dS TREE sel ~q) = У.а 


Supposons s=1 (puisque la situation est symetrique); il re- 
sulte que p e (X, Хз...) Ха...) et q non-e di Ya, Ys, Узр). 
Ф étant une opération analytique, il existe un <a tel que 
peX,, et qnon-e Ysg» ou bien, pnon-e Xs, et qe Ys. 
Mais, si s,=1, nous avons pe Ass, et ge У, si 82 = 0, nous 
savons p 00р -є X 5, et qnon-e Ys ce qui donne contradic- 
tion en chaque cas. 


§ 5. Structure des opérations quasi-analytiques. Considé- 
rons la suivante condition de l’algèbre Г=<А,ф»: 


(Q) П existe une famille {~;}rer de congruences de l’alge- 
bre Г séparant toute l'algébre Г, et telle que A/~; contienne 
exactement deux éléments pour chaque te T. 


Théorème 2. Pour que Г soit une algèbre quasi-analytique, 
il faut et il suffit qu'elle satisfasse a la condition (Q). 


Démonstration. En vertu du Lemme 8, chaque algébre 
<Х,ФУ, ou Ф est une opération quasi-analytique sur X, satis- 
fait à la condition (Q). Puisqu'évidemment, avec une algébre, 
toute algébre isomorphe à elle satisfait à la condition (Q), 
cette condition est nécéssaire pour que Г soit quasi-analy- 
tique. 

Supposons maintenant que Г satisfasse а la condition (Q), 
et soit {~;}er la famille de congruences, mentionnée dans 
cette ccnuiticn. Chaque algébre-quotient Г/А, (te Т) est alors 
analytique (Lemme 6), l’algebre-produit Г) est quasi- 

te 
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analytique (Lemme 3). En vertu du Théorème 1, l’algebre Г 
étant isomorphe à une sous-algebre du produit Z(T/..), l’est 
teT 


à une algebre quasi-analytique (Lemme 2), ce qui prouve 
que Г est une algèbre quasi-analytique. 


$6. Structure des opérations analytiques. Considérons 
maintenant une condition plus forte que (Q): 


(A) Il existe une famille {~;}se7 de congruences de l'al- 
gébre Г séparant toute l’algebre Г, telle que, pour t,t, є T, 
l’ensemble A/~, contienne exactement deux éléments, et les 
algebres-quotients II T'/~ soient isomorphes. 


Théorème 3. Pour que Г soit une algébre analytique, il 
faut et il suffit qu’elle satisfasse a la condition (A). 


Démonstration. La condition (A) est évidemment néces- 
saire, vu les Lemmes 8 et 9. Nous démontrerons qu'elle est 
aussi suffisante. Puisque toutes les algebres-quotients TI 
(te T) sont isomorphes, l'algébre-produit Ф. Jj ~;) est iso- 

teT 


morphe à Palgébre-puissance (//—,)"— Гу, cu m=, et ie T. 

D’après les Lemmes 4 et 6, l’algèbre Гу étant analytique, l’al- 

gébre-produit P(J"/~,) l'est aussi. Mais Г, d’après le Théo- 
teT 


rème 1, est isomorphe à une sous-algébre de Ф(Г/—,); il ré- 
teT 


sulte du Lemme 2 qu'elle est analytique c. q. f. d. 


§ 7. Relation entre les algébres analytiques et quasi-ana- 
lytiques, Une opération ® sur une famille d'ensembles sera dite 
proprement quasi-analytique si elle y est quasi-analytique sans 
être analytique. De méme, l'algèbre Г sera dite proprement 
quasi-analytique, si elle est quasi-analytique sans étre ana- 
lytique. | 


Il faut remarquer que les notions d'opération et d'algébre 
proprement quasi-analytique ne coincident pas, c'est-à-dire, 
qu'il existe des opérations proprement quasi-analytiques Ф 
sur X, telles que l'algèbre <Х,Ф» soit analytique. Comme 
exemple, considérons deux ensembles non vides, disjoints №, Es, 
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et soit X la classe de tous les sous-ensembles de leur somme 
Е + E,. Posons, pour X,,X, є X, 


Bi Ху, Xa) =F (X,+ X3) hy + Ау - As К», 
DK) X, +X. 


L'opération ®, est proprement quasi-analytique, l'opération 9, 
est analytique, et on vérifie facilement que les algébres ZK. di: 
et <X,®,» sont isomorphes 6). 


9) Aprés que ma note a était composée j'ai constaté que le théoreme 1 
est démontré par M. Garret Birkhoff dans son travail: Subdirect unions 
in universal algebra, Bulletin of the Amer. Math. Soc. 50 (1944), p. 764. 
Les applications de ce théoreme à la théorie des groupes (annoncées dans 
le renvoi 5) se trouvent aussi dans le travail de M. Birkhoff. 
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SUR UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE 
D’OMBILICITE D’UN POINT DE SURFACE 


Par S. GOLAB (Krakow) 


Le but de cette note est de donner une nouvelle condition 
analytique pour qu'un point d'une surface régulière à deux 
dimensions soit ombilique. 

La condition classique connue est que le tenseur de la 
deuxième forme quadratique soit proportionnel au tenseur 
métrique, c'est-à-dire au tenseur de la premiere forme qua- 
dratique fondamentale. 

La nouvelle condition, nécessaire et suffisante, qui est dé- 
duite plus bas concerne les courbures normales des lignes de 
courbure passant par le point envisage. 


Soit V, une surface réguliere plongée dans l'espace à trois 
dimensions R,, et 
(1) X= L U1, и?) 


l’équation vectorielle de cette surface, où a désigne le vec- 
teur dont l’origine se trouve à l'origine du système des co- 
ordonnées et l'extrémité décrit précisément la surface V,. 

Nous supposons que le champ vectoriel (1) ait les deuxié- 
mes dérivées partielles continues. En posant 


cac | 
(2) w= 55 (i—1,2), 


nous obtenons, en chaque point p de la surface V,, deux champs 
de vecteurs tangents à cette surface. 

Nous supposons que ces champs soient linéairement indé- 
pendants entre eux, ce qui équivaut à la supposition que la 
premiére forme quadratique fondamentale de la surface soit 
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positivement définie. En désignant par un point la multipli- 
cation scalaire des vecteurs, nous poserons 


{3) Jik “Li * Lp (?,  —1,2). 


Les gx Sont précisément les composantes du tenseur mé- 
trique. En raison de notre supposition, nous avons 


(4) A= 011923 — i» > 0. 


En vertu de ces suppositions, la surface aura, en chaque point, 
un plan tangent déterminé, et, à chacun de ses points, nous 
pourrons associer, à côté des vecteurs #,, Xa, un troisième vec- 
teur æ,, normal à la surface, en posant, par exemple, 


(5) X= [X 2C, |, 


ou les crochets rectangulaires désignent le produit vectoriel. 
Remarquons que le vecteur x, n'est pas nul en raison de la 
supposition (4). 

En normalisant les vecteurs æ, (A=1,2,3), désignons раг Ya 
le quotient 


Xa 
(6) Hi Eat 
ou [v| est la longueur du vecteur v. 

Nous admettons, dans ee qui suit, que le réseau des co- 
ordonnées w! sur la surface V, soit orthogcnal. 

Puisqu'en vertu de nos syppositions, les lignes de courbure 
existent, nous pouvons admettre que le réseau des coordon- 
nées soit celui des lignes de courbures. Introduisons les abré- 
viations 


d'Op | 
(7) CR га ОЕ КЕ) 
En désignant par 
(8) Ly =; e Ys (4, к= 


nous obtenons les composantes de la deuxieme forme quadra- 
tique fondamentale. 

La supposition que le réseau des lignes parametriques soit 
forme par les lignes de courbure conduit aux conclusions 


(9) $15 = 0, Lio = 0. 
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Fixons maintenant le point p sur la surface en question, 
et désignons par С, et C, deux lignes de courbure passant 
рат ce point. Pour la ligne C,, nous avons w?— const, et, pour 
la ligne C, — w= const. 

Désignons par f£; le triedre de Darboux attaché à Ö,, et 
par €? le triédre attaché à C,. Nous appelons triedre de Dar- 
boux, celui dont le premier vecteur est le vecteur-unité tan- 
gent à la ligne, le troisiéme vecteur (unité) est normal à la 
surface et le deuxiéme vecteur (unité) est situé dans le plan 
tangent à la surface et est normal à la courbe. 

On aura, en faisant usage de nos désignations, 


Däi SY., =з, 
ПО. ю=1/\, È =Y. 
Désignons par s, larc de la courbe (,. et par s, larc de 


la courbe C,. La premiere des équations de Bonnet-Kowa- 
lewski donne 


(10) 


dt, _ 


(11) de, ^ t, + Yı t, 
der 
(12) IDE ro ya t3. 


Les coefficients scalaires u,a (de meme que ne Mel repré- 
sentent respectivement les courbures géodésiques et les cour- 
bures normales des courbes C, et C,. 

Des désignations et suppositions faites plus haut résulte 
la suivante 


Proposition. Га condition mécessaire et suffisante pour 
qu'un point p d'une surface soit ombilique est que les courbures 
normales des lignes de courbure C, et C, passant par le point 
p soient égales 


(13) | Vi ee 

Demonstration Nous allons calculer les courbures y, 
et y,, ne nous bornant qu’au calcul de у, et laissant au lec- 
teur un calcul analogue pour y,. L’equation (11) peut étre 
récrite, en raison de (10), sous la forme 


d 
(14) а a Yo + Yı Уз. 
81 
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Multiplions scalairement par %, les membres de l'équa- 
tion (14), en ayant égard à ce que les trois vecteurs 74 for- 
ment un systéme orthogonal (vecteurs-unités mutuellement 
orthogonaux). Nous obtenons alors 


а 
(15) EE 


Caleulons ensuite 


(16) NR ү APE EH 
ds, ds,\|o,|) al ds || ds ` 
Mais 
c? 1 2 2 
(17) do,  d[(ex\ Px dw , Pæ, dai 


ds, ds,\dw) (dus)? ds, | Ju ds, 


u? étant constant le long de la courbe C;, nous avons 
(18) —— =l), 


et la formule (17) se réduit à 


da, аи! 
1 LM, ge e Wai. 
( 9) ds, ds, Ju 


En multipliant scalairement par y, les deux membres de (16). 
nous obtenons 


dy; _ 


don, 1 "E: 
G9) mn Y) ap av 
Puisque 
(21) a, -Y,=0, 


nous avons, en tenant compte de (19), (21) et (8) dans la re- 
lation (20), 


] du 1 dw: 


dy, _ _ _ 1 du 
(22) Us ds. — [a] ds, “(By Ys) = Te] ds, 


411* 


Nous avons ensuite 


(23) loc, | - Vae, : 2, =. 
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D’autre part, il vient 

(24) ds?— I gu du'duk— g (du) + Joo( du?)?, 
i,k 


ce qui, en raison de (18), conduit a la conclusion 
(25) 481 = gy (duy. 


Comme 1?атс s, croît avec la croissance du paramétre ut, nous 
avons 


(26) du, 1 


En substituant (23) et (26) dans (22), nous obtenons finale- 
ment, en tenant compte de (15), 

IY Lu 

48 gu 

Un calcul tout à fait analogue conduit à la formule 

Los 

J22 


(27) N= Уз 


(28) Vas 


Le fait que la matrice 

"a Lis La 
Ju 912 92 
est du premier ordre équivaut, en raison de (9), à la relation 
Ly La» 
911 Has 
En vertu de (27) et (28), la relation (30) est équivalente à l'égalité 


(29) 


(30) zy 


(91) ^— fuss (Ya— У) = 0, 


La proposition que nous voulions démontrer résulte de (31) 
et de l'inégalité 


(32) 911925 > 0 


qui est une conséquence de l'inégalité (4). 


SUR LA MESURABILITE DES FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES *) 


Par E. MARCZEWSKI et C. RYLL-NARDZEWSKI (Wrocław) 
1. Introduction. Lebesgue a démontré que 


(1) Si une fonction y=f(x,t) est mesurable В par rapport 
à æ et continue par rapport à t, elle est mesurable В super- 
ficiellement 1). 


On démontre d’une facon analogue que 


(ii) Si une fonction y=f(z,t) est mesurable L par rapport 
a ж et continue par rapport а & elle est mesurable Г super- 
ficiellement 2). 


Rappelons encore le theoreme suivant de Ursell: 


(iii) Si une fonction y=f(x,t) est mesurable L par rapport 
à æ et monotone par rapport à & elle est mesurable super- 
ficiellement 3). 


L’hypothese de continuité dans les theoremes (1) et (ii) est 
essentielle. En effet, il suffit de considérer la fonction carac- 
téristique d'un ensemble singulier plan de W. Sierpinski‘) 
pour prouver que 


*) Présenté à la Société Polonaise de Mathématique (Section de Var- 
sovie), le 19 octobre 1951. 

1) Voir par exemple C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa-Wroclaw 
1948, p. 285. 

?) Voir par exemple H. D. Ursell, Some methods of proving measurabi- 
lity, Fund. Math. 32 (1939), p. 311-330, en particulier p. 226, Theorem 8. 

8) Voir Ursell, 1. е., р. 328-329, Theorem 11 et Theorem 13. 

4) C'est un ensemble plan non mesurable Z, qui possede deux et seule- 
ment deux points communs avec chaque droite. Voir W. Sierpinski, 
Sur un probléme concernant les ensembles mesurables superficiellement, Fund. 
Math. 1 (1920), p. 112.115. 
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(iv) I1 existe une fonction de deux variables semi-continues 
supérieurement par rapport a chaque variable et non mesu- 
rable Г superficiellement. 


Néanmoins, il est possible d’affaiblir les hypothéses des 
théoremes (i) et (ii). Nous allons démontrer d'abord que Phy- 
pothése de continuité peut étre remplacée par celle de con- 
tinuité d'un cóté déterminé (Théoréme 1). 

Un exemple de 5. Hartman montre que, dans le théo- 
reme (1), cette hypothèse ne peut pas être remplacée par la 
continuité du cóté variable (3, Remarque 3) 5), mais nous allons 
démontrer un théoréme, d'aprés lequel cette derniere hypo- 
these (ainsi que certaines hypotheses plus générales) suffisent 
pour la proposition (ii) (Théorème 2). Ce théorème embrasse 
le theoreme (iii) de Ursell (cf. 4, 2°). 

Ces résultats semblent étre utiles par exemple dans la 
théorie des processus stochastiques, ой on considère justement 
les fonctions continues d'un côté (par exemple dans les pro- 
cessus du type de Poisson). 

Nos théorémes sont énoneés non seulement pour le eas de 
variables réelles, mais sous des hypotheses plus générales. Par 
conséquent ils concernent aussi le cas de plusieurs variables 
réelles (Théorémes 1” et 2). 

Indiquons enfin un résultat negatif concernant les fonc- 
tions d'une infinité de variables, à savoir nous allons démon- 
trer qu’il existe une fonction TU, Lo...) constante par rapport 
à chaque variable séparément et non mesurable par rapport à la 
variable (t,,1,,...) (voir 7). 

Les résultats pour le cas de deux variables réelles scnt 
récueilis dans une table. 


2. Notations. Nous considerons dans ce travail les fonctions 
y=f(x,t), ou la variable x parcourt un espace abstrait X, la 
variable і — un espace métrique séparable T et les valeurs у 
appartiennent à un espace métrique Y. Dans certains cas 
nous ferons des hypothéses supplémentaires. 

K désignera toujours un о-согрѕ (c’est-à-dire une classe 
complémentative et dénombrablement additive) de scus-en- 


5) Le méme exemple montre que la mesurabilité Z dans le théorème (iii) 
ne peut pas être remplacée pas la mesurabilite B. 
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sembles de X, В — le corps des ensembles boreliens dans Т 
et М le plus petit o-corps de sous-ensembles du produit 
cartesien X x T, contenant tous les ensembles de la forme 
AxB, où Ac Ж et Be B. 

О étant un o-corps de sous-ensembles d'un ensemble Z et 
y= f(z) une fonction définie sur Z dont les valeurs appartien- 
nent à Y, nous appelons f mesurable (Q) si ГИС) є О pour 
tout ensemble ouvert GC Y. 

Nous adoptons le sens usuel des termes: fonction mesu- 
rable L, fonction mesurable B et fonction à propriété de Baire 9). 


3. Mesurabilité (M). Supposons que T soit un ensemble 
de nombres réels. 

Théorème 1. Soit у= f(x,t) une fonction definie dans X x T 
telle que la fonction TL, tal soit mesurable (К) (pour tout tg e Т) 
et que la fonction f(%,t) soit partout continue à droite (pour 
tout x, e X). La fonction f(x,t) de deux variables est alors me- 
surable (М). 

Démonstration. Désignons par 7, l’ensemble des points 
d’accumulation de T du côté droit et posons nz T'— T, 
L'ensemble T, est au plus dénombrable: T,— (t,,t,, ...). 

Désignons par F un ensemble ferme dans Y, par G,,G,,... 
une suite d'ensembles ouverts tels que F=G,-G,:-... et раг 
rule, une suite dense dans T. 

En vertu de la continuité a droite de f par rapport à t, 
on a pour te T: 


(1) f(a, t) Fx rect =) ra aCe 
n А 


On a done | 
(A x Ti) fA) = 


pas Хора E LESC, Ya) e Gn} X Th 


nl k—1 
(Pou 


(X XT- JF) є М. 
Par consequent 


leg or 5 2, EU (2,04) € FIX Heli (ХХТ,) f (P) e М, 


ce qui exprime la thèse du théorème. 


9) Voir C. Kuratowski, l. c., р. 280, 54 et 306. 
10* 
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Remarques, 1. Dans le cas, ой X est un espace métrique 
et T un ensemble de nombres réels, comme auparavant, le 
méme raisonnement donne le resultat suivant pour la classi- 
fication de Baire et Borel: 


Théorème І'. Soit f(x,t) une fonction telle que f(x,to) soit 
de classe a (pour tout Le T) et f(x,,t) — continue à droite (pour 
tout ee X). La fonction de deux variables f(x,t) est alors de 
classe a-4-1. 


2. Le theoreme 1 peut étre généralisé pour le cas ой Т 
est un sous-ensemble d'un espace euclidien E à k dimensions 
(ou, plus généralement, d'un groupe métrique séparable). 

Pour tout VCE et pe E désignons par У? l'ensemble des 
points v+ p, où v e V. Nous dirons que f est continue au point p 
du coté de l'ensemble V, lorsque la fonction partielle f|V? 4- (p) 
est continue dans p. 

D'une facon analogue p est point d’accumulation de Z du 
coté de V lorsque p est point d'aecumulation de l’ensemble 
Z-V*. 


Théoréme 1". Soit V un sous-ensemble ouvert de E tel 
que la fermeture de V contienne le point 0. Soit T un sous-en- 
semble borelien de E tel que chaque point de T soit point d'accu- 
mulation de T du côté de V. Soit enfin y=f(x,t) une fonction 
definie dans X x T telle que pour tout tye T la fonction f(x, to) 
soit mesurable (К) et pour tout x, € X la fonction Ta, t) soit 
partout continue du côté de V. La fonction f(v,t) est alors me- 
surable (М). 


Pour la démonstration il suffit de considérer une suite {rn} 
dense dans Т et de remarquer que 


ў 7 H «Vl EY | b. 
De: gi H X ees; 
п k . 


[(rg —1) e V ][f(z,rg) e Gnl. 


3. Considérons encore l'exemple suivant di à S. Hartman. 
Soit sur le plan euclidien X x T un ensemble non-borelien A 
situé sur la droite «+t=0. Désignons par В l'ensemble des 
points (x,t), ой 24-120, et раг h(x,t) la fonction caractéri- 
stique de l’ensemble Н=А- B. La fonction h possede les pro- 
prietés suivantes: 


MESURABILITE DES FONCTIONS 149: 


1° Les fonctions d’une variable h(mq,t) et h(x, te) (pour tout 
tye À et tout tye Т) sont non-décroissantes ‘et continues partout 
d'un côté (a gauche dans certains points et à droite dans les 
autres ). 

29 La fonction de deux variables h(x,t) est non mesurable B. 


Cet exemple montre que l’hypothèse du théorème 1, exi- 
geant que f(t) soit continue d'un côté déterminé est essen- 
tielle. 


4. Propriétés (N), (P) et (R). Soit R un ensemble au plus 
dénombrable, dense dans T. Pour toute fonction réelle g(t) 
définie sur T, désignons par p(t) et gF(t) les bornes locales 
(inférieure et supérieure) de la fonction partielle p|R au point t. 
Par conséquent 

(*) Pour toute suite d'ensembles ouverts (V4) contenant t, 
à diamétres tendant vers 0, on a 

ФВ = lim inf g(r). 
n->oo re RV, 

Désignons par D, l'ensemble des points de discontinuité 
de p et par A une o-mesure dans В (c'est-à-dire une fonction A EI 
d'ensemble, dénombrablement additive et telle que 0x: A(E) < 
<- со) et considérons les conditions suivantes: 


(№) 4(Dg)— 0, 
(P) D, est un ensemble de premiére catégorie, 
(В) pp(t)<p(t)<p*(t) pour chaque te T. 


Il est à remarquer que pour les fonctions satisfaisant 
à (R), on a | 
D= E (Ф500 <q Roty]. 
t 


Dans le cas, où T est l'ensemble des nombres réels et A est 
la mesure de Lebesgue, les fonctions suivantes satisfont à (N), 
(P) et (R): 

1° Les fonctions continues dans chaque point d'un cóté 
(a gauche dans les uns, à droite dans les autres). 

2° Les fonctions g(t) qui possèdent pour tout ¢ les deux 
limites unilatéres g(t—0) et o(t+0) et satisfont toujours aux 
inégalités p((— 0) x:g(t) (ЕЕ 0) ou bien g(t-- 0) g (t) g(t— 0) 
(en particulier tous les fonctions monotones). 
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L’ensemble D, est dans ces cas au plus dénombrable et 
par conséquent les conditions (N) et (P) sont satisfaites. Evi- 
demment, (R) est satisfaite aussi. 


5. Mesurabilité (М). Soit x une o-mesure o-finie dans К 
(c’est-à-dire telle que A=A,+4+ X,--... ой х(Х,) <оо) et A une 
o-mesure o-finie dans В. Désignons par u le produit direct 
u=xX dans М. Définissons la classe М en posant M e M 
lorsqu'il existe deux ensembles M,, М. є М tels que M,C MC M, 
et u(M,—M,). 

Si, par exemple, X —T — l'ensemble des nombres réels, si 
К = B= le corps des ensembles boréliens dans Т et si x=A= 
la mesure de Lebesgue dans B, le corps M est celui des 
ensembles plans mesurables B; dans le méme cas ainsi que 
dans le cas ой K= le corps des ensembles mesurables Г, le 


corps М est celui des ensembles mesurables L superficiellement. 


Théoréme 2. бой f(x,t) une fonction reelle definie dans 
X x T telle que la fonction f(x,t,) soit mesurable (Ж) (pour tout 
tue Т) et que la fonction f(%,t) satisfasse а (В) et à (N) (pour 
tout x, Е X). La fonction f(x,t) de deux variables est alors me- 
surable (М). 


Demonstration. Désignons par G™" des ensembles ouverts 

dans T a diametres plus petits que 1/m et tels que 
i d Р 

Posons encore 
Hu _ qm et H mp QUE LÁ ge. eum. Gn pour n >l; 
on a donc 
(1) D RN RTL... et НИЧЕ pour 154): 

Finalement, désignons par r™",77",... la suite de tous 
re RG"" et posons pour te H" 


(2) Р (x,t) = inf f(z,r) = lim min Karen). 
reRGinn доо Le jk 


La fonction F,{(x,t) est done définie dans tout l'ensemble 
.X x T. Il résulte de ’hypothése et de (2) qu'elle est mesurable 


MESURABILITE DES FONCTIONS 151 


(M) dans Xx H^" pour n=1,2,..., done aussi dans XXT 
en vertu de (1). 

Considérons pour chaque z,« X la fonction g(t)— f(x,,t) et 
appliquons la définiticn de y, et фк. Nous obtenons ainsi les 
fonctions f (tot) et a8). 

En vertu de 4(*) on a 


f,(v,t)= bm F,,(#,t) pour ze X, te T, 
m-}00 


«d’où il résulte que la fonction fr est mesurable (M). La fonc- 
tion ЈЕ l'est évidemment aussi. 
Posons 


N = F [f (tt) < f (a,1)], N = FE (2x) €.N]. 
(x,t) t 


Les fonctions f, et fF étant mesurables (М), on a Ne М, 
et, la fonction f(z,,t) satisfaisant à (N) pour tout 2, є X, on a 
A(N,)—0 pour tout x є X. Par conséquent, en vertu des pro- 
priétés bien ccnnues des produits directs des mesures, u(.N)— 0. 

Puisque f(x,,t) satisfait à la condition (В) pour tout 
4 Е X, on a 

ant) + f(z,t)]C N, 


d’où il résulte aisément la mesurabilité (ЛТ) de j. 


6. La propriété de Baire. Supposons maintenant que X 
soit un espace métrique. 


Théorème З. Soi f(x,t) une fonction reelle definie dans 
XXT telle que la fonction }(2,1,) possède la propriété de Baire 
(pour chaque toe T) et que la fonction f(x,,t) satisfasse à (В) 
et à (P) (pour tout zy e X). La fonction f(x,t) de deux variables 
possède alors la propriété de Baire (dams X xT). 

La démonstration est tout à fait analogue à celle du théo- 
тёте 2. Elle est basée sur le théorème, d’après lequel si l'en- 
semble PCX x T posséde la propriété de Baire et si l'ensemble 
P-[(z,)x T] est de première catégorie dans (%,)XT pour tout 
Xc X, l'ensemble P est de premiere catégorie dans X xT’). 


7) Voir R. Sikorski, On the cartesian product of metric spaces, Fund. 
Math. 34 (1947), p. 288-292, en particulier p. 291, Theorem 3. 
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7. Fonetions d'une infinité de variables. Désignons par I 
l'intervalle 40,1» et considérons le cube de Hilbert H —IxIx.. 
Si t= (tta...) Н et U= (uus...) e Н, nous posons t=w lors- 
qu'on a tj= иу, à l'exception d’un nombre fini d'indiees. Un 
ensemble quelconque HCH sera dit invariant lorsque les rela- 
tions te E et t=u entraînent ue E. Evidemment 


(1) Pour que la fonction caractéristique ¢(t,,f,...) d'un en- 
semble ECH soit constante par rapport à chaque variable, il 
faut et il suffit que Æ soit invariant. 


Désignons par g(t) pour tout te H l'ensemble de tous les 
ue Н tels que t=u. La classe de tous les g(t), pour t parcou- 
rant Н, sera désignée par H*. Evidemment 


(ii) Pour tout ФСИ*, l’ensemble g—(@) est invariant, en 
particulier on a ФЧФ(]=9( pour tout te H. 


Par conséquent, H* étant de puissance du continu, 


(11) La classe des sous-ensembles invariants de H est de 
puissance de Phypercontinu, 
d’où il résulte, en vertu de (i), qu’il existe des fonctions f(t,,t., ...). 
non mesurables B, constantes par rapport à chaque variable. 


Nous allons maintenant fortifier ce résultat: nous rempla- 
cerons la non mesurabilite В par la non mesurabilité L, ce 
qui exigera certaines remarques préliminaires. 

Considérons la mesure 4 de Lebesgue dans J et le produit 
direct Uz AN Ах... dans H. Un ensemble MCH s'appelle me- 
surable L lorsqu'il existe deux ensembles boreliens B, et B, 
tels que B,CMCB, et u(B,— B,)- 0. 

Voici le théoreme dit sur la probabilite zéro ow un: 


(iv) Pour tout sous-ensemble Z de H, invariant et mesu- 
rable L, on а и(й)=0 ou bien u(Z)=12). 

L'ensemble g(t) est, pour tout і є H, un Р, invariant et 
on démontre aisément que pour t,t” є Н on a ule(t’)]= ole", 
Done, en vertu de (iv), on a 


(v) ulp(t)]=0 pour tout te H. 


8) Voir par exemple P. R. Halmos, Measure theory, New York 1950, 
р. 201, (3). 
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Nous allons démontrer que 


(vi) Il existe dans H un ensemble invariant et non mesu- 
rable L. 


Supposons par contre que tout ensemble invariant soit me- 
surable L. Par conséquent, en se basant sur (ii), nous pouvons 
poser 

›(Ф) = reg) |, pour tout C H*. 


Ainsi, v est une o-mesure dans la classe des sous-ensem- 
bles de Hr En vertu de (ii) et de (iv) on a toujours »(@)=0 
ou bien »(®)=1. En particulier on a »(H*)—1 et, en vertu 
de (ii) et de (v), »(0) = 0 pour tout Ф composé d'un seul élément. 

Nous arrivons ainsi à une contradiction, car dans la classe 
des sous-ensembles d'un ensemble de puissance du continu 
toute c-mesure à valeurs 0 et 1, s’annulant pour les ensembles 
composés d'un seul point, s’annule identiquement 3). La pro- 
position (vi) est donc démontrée. 

П en résulte, en vertu de (i), qu’il existe une fonction f(t,, to, ...) 
non mesurable L, constante par rapport à chaque variable. 


Panstwowy Instytut Matematyczny 
Institut Mathématique de l'Etat 


*) Théorème de Ulam. Voir S. Ulam, Zur Masstheorie in der allgemeinen 
Mengenlehre, Fund. Math. 16 (1930), p. 140-150, en particulier p. 146 et 
147, et E. Marczewski, Two valued measures and prime ideals in fields 
of sets, С. В. Soc. Sc. Varsovie, Année 1947, p. 11-17, en particulier р. 14. 
Theorem 3. 


ON A TRIGONOMETRICAL SUM 
By P. TURAN (Budapest) 


1. This paper contains a modest contribution to the theory 
of trigonometrical series, a subject enriched by many remark- 
able discoveries of H. Steinhaus. The trigonometrical sum 
in question 1$ 


(1.1) За) = =", nz. 
v«n 


The fact that they are bounded uniformly in v and n is clas- 
sical; it was known perhaps to Dirichlet. Fejér stated first, 
as a conjecture, in 1910, the theorem that 


(1.2) S,(v)>O0 for n>1, (pc, 

The conjecture has been proved by Gronwall [1], Dunham- 
Jackson [2], Fejér himself [3] and [8], Landau [4], Hyl- 
tén-Cavallius [5] and by the present author [6]. The signi- 
ficance of (1.2) has turned up many times since. Е. g. if 


п 


ad == > (a, COS vx + b, sin vx) 


v—1 
and F(x) denotes its indefinite integral, 1. e. 
- | 
GERS Jy 
Rizzi = > E 310. эр === cos va), 
v=1 < 


then the representation 


T 


M(x) = |= (®—)—/+1))( I” "ja: 


0 y»y—1 
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gives immediately that supposing 
| f(æ)| <M 


we have — using (1.2) — 


п л 
2M sin vt _ 2M za vt T 
li nn — ss 
ET UK = f(2 gei = 
0 y—1 


which gives the well-known theorem of H. Bohr for an 
important part of the periodical case. 

So far as I know none of the methods of the proofs of (1.2) 
can be plunged into a general theorem except that of [6]. 
In the sequel Г shall give two generalizations of (1.2). This 
will give rise to some further questions exposed in sections 6 
and 7. 


2. The first generalization runs as follows: 

Theorem I. If for a fixed n the real numbers b,,b,,... bn 
are such that 
(2.1) (2) = 0, sin 7+ b, sin 3x + b, sin bat ...4 bn sin (2n—1)2>0 
for 0 «cz «m, then we have for the same п and јот 0<2<t 


(2.2) gla) = sino 2 sin 22+... D sin na > 0. 


If we choose, in particular, 
О po вое — b, ==], 


then (2.1) is fulfilled by the well-known non-negativity pro- 
perty of the Fejér-kernel; thus in this form (1.2) appears as 
a consequence of the non-negativity of the Fejér-kernel. 

The second generalization 15 эрла in 

Theorem II. If 


(2.3) ео (a, real) 
and 
(2.4) A(t) = a, воз эх zl for OKu <r, 


v=0 


ON A TRIGONOMETRICAL SUM 151 


then 


п 


omg Gg + dy... @›—1 . 
UL oe sinv>0O for О<а@ж<т. 


If we choose 
A(x) =1— eos ng 
we get Fejér's inequality (1.2) again. 
3. In order to deduce Theorem I from Theorem Il we 
write (2.1) in the form 


2n — 1 
a v> 


= 


. м ‚ 0 + MP 
b, sin = +b sin > +b sin = +... +b,sin 


valid for 0<#<2x. Multiplying by 2 sin = we obtain — again 
for 0< x< 2r — ; 
b,(1— cos x)+ b,(cos z — cos Zeit... + b. (cos (n —1)5— eos nq) > 0, 
1. e. 
b, + (ba —b,) cos &@+- (bg — b,) cos 2x +... 
... (On — 6—1) eos (n — 1)x —b, COS ng > 0. 
Thus (2.3)-(2.4) is satisfied for 
vd ebd; ..., And Da y, An — Dn, 


Hence, the application of Theorem 11 gives at once Theorem I. 

It would be of interest to deduce Theorem I by applying 
the parametric representation of Fejér-F. Riesz of non-negative 
trigonometrieal polynomials. 


4. In order to prove Theorem II we consider the function 


Kia >> Ay 2. 
v=0 


By hypothesis 


n 


— BiG) + aici 4 ас иі, 


vi 


(4.1) 
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Fixing æ in 02 «x we form that are l of the circle 
|1—2|-|1—e*| =e 


which lies in the unit-circle. Integrating both sides of (4.1) 
along [ we obtain 


D l 03d. ta... d ( F(z) } 
2 le mr sin va а) 1; 4 
TT—x 
| 2 
m Jj F(1— oe—'*) da 
T—x 


Since the a,’s are real, F(z) assumes conjugate complex 
values for conjugate complex z’s. Thus we have 


TT —х 


(4.2) Ng BES we in эш= f ReF(1—çe-#)da. 
0 


v=1 
Since ВеЁ(2) is non-negative on the periphery of the unit-circle, 
the same holds, owing to the well-known property of har- 
monic functions, for the whole disc |2|<1. But the values 


| T—wO 
— ne—1a = e 


+— 


are obviously absolutely <1, which means that the integrand 
in (4.2) is non-negative; this proves Theorem II. 


5. In the case of (1.1) this representation takes the form 


T—x 


(5.1) вда) = I = / Re(1— (1— ge-ta)n) da 


»« n 


stated in [6]. It may be remarked that this enables us to give 
a simple positive minorant to Fejér's polynomials Saaz), For, 
from (5.1) we have 


zm 


b: fale > f (1— |1 — per |") da, 


2 0 
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and, since 
| 1 = oe-ie| 


we get further 
g хх 
2 
\du for nee 


ee Ух > | ee 


= р 
ven 0 
Using 
f (— e? +2 2o COS a) da= E соз; == =”) о = 
А 2 
— 4 sin? — А = =”) 
we have obtained the inequality 
c SIN vo Ss пи 
(5.2) nm a > 4 sin? = dCi NIU | 
van 
valid for 0c z «x and n>2 
6. The inequality [6] 
»21, 0<2 <т, 


SE 2 
(6.1) — < п —, 


„< лп 
admits a generalization similar to Theorem 11. Тһе represen- 


) gives immediately the following 


tation (4.2 
Theorem III. If for real a’s we have 


PX} =) 
„==0 


and for (eme Jm 


n 
x)| = | X а, cos var | < М 


v—0 


then for 0 < x < п we have 
ао + 
Ga а. + а | 
Yu uA E VA sin yz | <M Z 
H 


2 


|9(2)| = 


y=] 
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4. It is possible to drop the restriction 


Para 


v=0 


from theorems II and III. Then we are led to theorems which 
are deeper then the above ones and from certain properties 
of the series 


(7.1) D Av сов vx 
v—0 
we infer some properties of the series 


> Яр А 3- Fee Ss 


1 


sin va. 


v—1 


These theorems can be compared with a theorem of Hardy [7] 
according to which some conclusions can be drawn from cer- 
tain properties of the series (7.1) to those of the series 


- SUD eee = Are, 
27 eres COS vx. 


v—1 
I shall return to this subject at another occasion. 


8. In [6] I have proved, starting from the inequality (6.1), 
the theorem that having a function f(0) odd in [0, 2x] and 
convex from above in [0, v] 


f(9) ~ У р, Sin vd 
v—1 
we have 
(8.1) 8(9) = X b, sin và < 2f(9). 
von 


This enables us to obtain a result in the theory of functions 
harmonie for 7<1. 


Theorem IV. If f(9) is odd in [0, 2x] and convex for [0, x] 


Ка) ~ Х b, sin vd 


ON A TRIGONOMETRICAL SUM 161 
then for the corresponding harmonic function 
со 
Ir, äi X b, v" sin vô 
1 
in the upper-half circle we have the estimation 


Snr O= b,r" sin 99 < 27,9) — (n=1, 2,...). 


v—1 
The proof follows immediately from two facts: 1° That 
Sn(r; à) — 2f(r, à) 


owing to (8.1) is non-positive on the periphery of the upper- 
half circle and is identically zero on the segments 


{9 = 0, и. {8 =n, 0<7<1); 


2° That a harmonic function assumes its maximum on the 
periphery. On the other hand the harmonic polynomials men- 
tioned above are non-negative on the upper-half of the unit- 
circle as previously remarked Fejér and Pölya. 
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ON THE UNIFORM BUT NOT ABSOLUTE 
CONVERGENCE OF POWER SERIES WITH GAPS 
Ву P. ERDŐS (London) 
Hardy!) was the first to give an example of a power 


oa 
series У аһ гп which converges uniformly in || <1 but for 
k=1 


which У|ал|=со. Piranian asked me (in a letter) for what 
А1 

sequences of integers n,<n,<... does there exist a power 
co 

series Ya,2”z which converges uniformly in |2|<1 but for 
k=! 
co 

which Y |а| diverges. In the present paper I shall prove the 
k=] 
following 

Theorem 1. Let n, < n, <... be a sequence of integers satisfying 


са 
lim inf 71/*—1. Then there exists a power series Y a,z"k which 
Des 


converges uniformly in |z| <1 but for which У |а| = oo. 
KH 


The condition lim inf n!/^— 1 can certainly not be weakened 
a great deal. In fact Zygmund ?) proved that if пл! Пк >¢ — 1, 
and if У a,2"* converges for all |z| 21 then У [а,| < со. On the 
k—1 k=l 
other hand both Piranian and I observed that lim inf 91 = 1 
is not a necessary condition. In fact I shall prove that the 
folowing somewhat stronger result holds: 


1) Е. Landau, Neuere Ergebnisse der Funktionentheorie, p. 68. 
2) Studia Math. 3 (1931), p. 77-91. 
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Theorem 2. Let n,<n,<... satisfy 
(1) lim inf (n; —n,)!.7 = 1, where j—i— оо. 


oo 
Then there exists a power series A a,z"k which converges uni- 
k=1 


formly for |21 —1 but PX etel 
к 


It is clear that Theorem 2 is stronger than Theorem 1, 
since if liminfn/*=1 holds then lim inf (n; — n;)/7—7— 1 also 
holds (put »,— л, and let j— oo). 

It is not impossible that (1) is the necessary and sufficient 


oa 
condition for the existence of a power series A a,2"& which 
k—1 


со 
converges uniformly for |z! i but У |а| =». 
к=! 


We will prove Theorem 2 since the proof of Theorem 1 is 
not easier. The proof will use methods of probability theory 
and for this reason I am glad that the paper appears in a volume 
dedicated to Professor Steinhaus who has contributed so 
much to this subject. 


It easily follows from (1) that there exists a sequence of 
indices satisfying 


(2) «<< <a) 3 «n,—n « exp(ji— 11/2’), ji—%= 241—1, 


exp z denoting e, The condition that j;—7; is odd is assumed 
only to make some of the later computations simpler. From (2) 
we have : 


(3) 2А, =f,—-utl1l<n,—m+1< 2(2j,— ny). 
Further by (2) 
(4) eo or Ad. 


Define a,—0 if k is not in any of the intervals (4,, ji), 
1=1,2,..., and a&,—(LlAg) if <<. Denote by ri) the 
k-th Rademacher function. 


Ji oo oo 
We have 3 a,=1/l hence У a,— У 1/l—oco. Therefore Theo- 
—i] k—1 1 
rem 2 follows from 

pt 
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Theorem 3. For almost all t 
2) = У ra't)a, 2" 
==! 


converges uniformly for |z|<1. 
In other words if ¢,=-+1 and the e-s are independent 


oo 
of each other, then Y c,a,2"* converges uniformly for almost 


all choices of the sa (since Уа, =оо Theorem З includes 
k=1 


Theorem 2). 
To prove Theorem Н we need а few lemmas. First of all put 


; Ji ny—n; 
(9) 0 (a Ba DE Ува" “|, 
k—ij bett 
By (5) 
Wel = Х г 1 (O0(2/21A,. 
The degree of Q(z) is nj —7,, and it has 24, terms. 


Lemma 1. Suppose 0<b;<1, and let &,&5,...,€m take on 
the values +1 in all possible ways (thus there are 2" possible 
choices for the e-s). Denote by g(m,r) the number of choices of 
the =-в for which 


(6) bum bj «m-—2r4-1 (if r2 m[2, g(m,r) = 0) 
i—1 

(min g(m,r) denotes the smallest possible value of g(m,r)). Then 

(7) min g(m,r) = (7) LL Ri |) +.. es) 


The Lemma means that g(m,r) is minimal if b;=1, 
(Lig сер 

The lemma and its proof are due to Szekeres?). We use 
induction for m and r. We can assume without loss of gene- 
rality that 6,<b,.<...<b,=1 (for if bn<l, we replace b, by 
bi/bm, i=1,2,...,m, and g(m,r) is clearly not increased). If 


m—1 
| A 0 < m—2r+1 
i=1 


3) Written communication. 
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and €m =--1 we obtain 


m—1 
(8) — (m —2r--2) < | Уаб | < m — 2r. 
= 
If £4, = —1 then 
m—1 
(9) — (m— 27) < |У e bi| <m—2r+2. 
= 


From (8) and (9) we obtain that 
(10) min g(m,r)>min [g(m—1, v)] + min [g(m —1, r—1)]. 


Lemma 1 clearly holds for r=0 and any m, also it holds 
for m=1 and any n. Thus by (10) and a simple induction 
argument it holds for all m and т, which proves Lemma 1. 


Lemma 2. Let 2,,2g,...;22m be 2m complex numbers, |z,|—1, 
1=1,2,...,m. Then the nuuber of choices of the e-s for which 


2m Ec 
IX ez] > (28 +1)V: 
i=! 


is less than 
8m • 2°" exp (—s?/2m). 


Put 2,=a,-+ib,. If 
2m = 
| ==> (28 +1) 2 
== 
then either 
2m 2m 
|У ерау > 28-1 or |У eb;| > 2841. 
j=! Tel 
By lemma 1 the number of solutions of 
2m ' 
p £j @у| > 2841 


is less than or equal to 


m . т 2 2 
un [g(2m, m-—s)]—2* - ( д | i | == 


m— 8—1 А 
—y {2m 2m 
u . |<4т | = 
Bee { 7—8 


(11) i1 
— ат(2" mim—1)...(m—s--1) 


<4m : = 2) < Ат . 2" exp (— 82/2 
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Similarly the number of solutions in the e-s of 
дт 
PE b,| > 284- | 
=1 

satisfies (11), which proves Lemma 2. 


Lemma 3. For 1>1, 


Prob [max OP ay (a7 DIST Em yea» 
zzz 


In other words the measure in t of the set for which 


max 19596) > (24,41) V2 14 x 


DIEN 


is less than 1/2". Or in still other words: The number of choices 
Of 21, 55,..., 24, for which 


Л пат = 
(12) max|QU(s)—max|95**? (24, +1) P2/l+2 
{2|==1 | z|-1 =, 
2A)—I 
is less than 2 


Put 
£ = exp [Pari (n ni, LSPS (n — np. 


Thus ДЕ runs through the (My, — n;,)*-th roots of unity. QUE) 18 
2A) 

of the form У еги, |2:|=1. Thus lemma 2 can be applied and 
1 


we obtain from Lemma 2 on putting А, = т, 8 = 4/1 that 
the number of choices of the e-s for which 


IQP(£ )| > (241.41) [2/1 
is less than 
2А, 
(13) 4 Ar? f exp (— A2). 


Therefore for l > 1, by (12), (2), (3) and (4) the number of e-s 
for which 


(14) max  |Qf(£)| > (24: 4-DJ2j 
I г< (пуу, nj) 
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is less than 
А, 2°40 (m, — ni exp(—A,/20) < 
(15) < ALT m ny? exp (—A,/21*) < 
«9407 exp (3 An  exp(— A121) = 2 08 exp (A ja) EE, 
In the last two inequalities of (15) we used the facts that for 
1>1 3/2—< ПАР, and that for l> by (4) 
Vet abt) Pes О 


Now let 2, be any point on the cireumference of the unit 
circle. Clearly 


(16) min  |2,—é& |< z/(n4— n. 
1< run) 
Further 
Л 
(17) max |(QP(2)) | < X (пат) < (у т). 
| 2 |=1 k—i] 


From (16) and (17) we see that if 


max [OPEN < (АНИ 


1 r (ny, n) 
then 
(18) тах |90 (г)| (2.4 ,4- 1) P2/l+ x. 
| 2|==1 


The formulae (15) and (18) imply that the number of 
choices of the e-s for which (12) is not satisfied is less than 
A which proves Lemma 3. 


Now we can prove Theorem 3. Since У 1/2'< оо it follows 
from Lemma 3 and the Borel-Cantelli lemma that for almost 
all ¢ 


(19) шах IQ: (2)| x (2414-1) 1 
DE 


except possibly for a finite number of Le (these La of course 
may depend оп t). Let t, be any real number for which (19) 
is false for only a finite number of /-s, and let 1=1($) be such 
that (19) holds for />1,(t). We shall prove that /,(2) converges 
uniformly for |2| <1. 
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Let К, > п, assume that n,<k,<n,. We shall show 
that for le] sc 


(20) PX. 


k=k, 


>| Со 


(20) clearly implies the uniform convergence of Liz) 
We evidently have for |2| <1 


£ ый 
(21) PX |< X Inu |ra(£o)] а +5 id 


k=k, k—h, ГУЙ | 


But (19) holds for (bh: hence from (21) and the definition 
of a, and f,(z) 


Sé 1 - (2.4,+1) (9, л | 
| Gow 17 24:41. l H 
| > ак“ Pa Al | vod p 7 GER) 
k=k, I=A+1 


But by (4) А,> 2-9. Thus 
= RE 
Di [iB Sat +B NS о, 
k=k, l> 1>4 


Thus Theorem 3 and therefore Theorems 1 and 2 are proved. 


This method can also be applied to entire functions. We 
ean prove the following 


Theorem 4. Put 
fue) = Ўто) Ak 
Then for vr >r,(t) and almost all t 
M (fe) < £ (log ro [M(f)= и OI 
and for a sequence r,—- со and almost all t did 
M,, (fel2)) > Sr (log v); 


where 0 < с„< с, are suitable constants. 
We do not give the details of the proof. 


University College, London 


ON JANISZEWSKI'S PROPERTY 
OF TOPOLOGICAL SPACES 


By А. GRZEGORCZYK and ©. KURATOWSKI (Warszawa) 


Let us call Janiszewski’s property of a topological space 
(denoted by 1) the following property: 


(О) if Е, and F, are connected and closed sets such that the 
set 1—(#) +) is connected, then their common part Р-Р, 
is connected 1). 


It is well known that, if a locally connected continuum 2) 
(containing more than one point) has Janiszewski’s property 
and contains no separating point, then it is homeomorphic 
to the surface d, of a three-dimensional sphere 3). 

If we do not require the continuum not to contain separating 
points, it may be characterized as such a continuum that 
each of its cyclic elements is homeomorphic to d. (or to 
a single point) *). Such continua are called Janiszewski’s spaces. 
A number of theorems has been established for those spaces 5). 

Now, it seems to be interesting that some of those theorems 
can be established (in quite a different way) without assuming 


1) In the case where 1 denotes the surface &$, of a three-dimensional 
sphere, (O) is the well-known second theorem of Janiszewski. See S. Ja- 
niszewski, Sur les coupures du plan, Prace Mat. Fiz. 26 (1913), p. 55. 

2) A space is called locally connected, if every open set is a sum of open 
connected seta. 

3) Theorem of Kuratowski. See C. Kuratowski, Une caractérisation 
topologique de la surface de la sphére, Fund. Math. 13 (1929), p. 307, or 
C. Kuratowski, Topologie II, Monogr. Matemat. XXI, Warszawa- 
Wroclaw 1950, p. 374. 

1) See Topologie II, p. 379. 

5) Ibid, § 64, I. 
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either compactness or separability of the space. The purpose 
of this paper is to supply such procfs. 

In fact, the proofs will hold for every normal locally connected 
space having Janiszewski’s property. 

Throughout sections 1 and 2 of this paper we shall denote 
by 1 a space of the above kind. 


Remarks. 19. There exist (in the three-dimensional Euclidean 
space) connected and locally connected, but not compact, 
sets having Janiszewski’s property. Such is the space of all 
real numbers. 

A more instructive example is the following (due to B. Kna- 
ster) 8): set on the upper side of a cube an infinite sequence 
of cones of equal height; suppose the bases of the cones con- 
verge to a single point. The surface of the figure thus obtained 
is a (non-compact) locally connected set having Janiszewski’s 
property. 

20. A space is called unicoherent, if it is connected, and 
whenever F, and F, are connected and closed sets such that 
1=F,+F,, then the set F,-F, is connected. 

Obviously, Janiszewski’s property (of a connected space) 
implies wnicoherence. 

Moreover: suppose F, and 1—F are connected subsets of 
a space 1 having Janiszewski’s property; then, if F 4s closed, 
F is unicoherent. 


Proof. Put F=F,+F, where F, and F, are connected 
and closed sets. Since 1—(F,+F,) is connected, F,-F, is con- 
nected because of (О). 


1. We are going to show that the hypothesis of the pro- 
position (O) may be replaced by a more general one: 


Theorem 1. Let Е, and Е, be two closed sets such that 


(1) 1—(F, +) ts connected. 


6) See C. Kuratowski, Un systeme d’'ariomes pour la topologie de la 
surface de la sphère, Atti del Congr. Int. dei Matematici, Bologna 1928, 
р. 241. 
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Let 8; be a component?) of В, (for j=0,1). Then Su: is 
connected. 


Proof. Let {Rx} denote the set of components of 1— (S +81): 
(2) — (So + Sı) =2 Е», 


where the sets R, are connected, open and disjoint. 
Consider first the case where there is at most one index x 
(call it 0) satisfying the double inequality: 


(3) Fr (Ry) —S,> 40% Fr (R,) — 8, 9). 


Denote by Ку the set of all sie such that Ет(№,) С8,, 
and by A, the set of all remaining indices except, perhaps 0 
(if 0 satifies condition (3)) It follows that, if xe K,, then 
Fr(E,)—5,2-0 and therefore Fr(R,)—#S,—0, for otherwise 
47-0 would satisfy condition (3). Thus we have 


(4) Fr(R,CS,; if xe Ky (j=0,1). 


Put 
Sf— S12 Re 
хе ] 


Since Fr (Ё,)=203), it follows from (4) that Sf is con- 
nected. It follows from (4) too that 87 is closed, for!) 


E (uS. СУЕ (В EL GS 


"la “eK; 


Thus, the sets Sf and Sf are connected, closed, and the 
set 1—(So-+ ST) is connected (it coincides indeed with Е 


7) S is said to be a component of A if S is a connected subset of A 
and of no other connected subset: of 4. 

It is to be noted that a component of a closed set is closed und — in 
a locally connected space — а component of an open set is open. 

8) The boundary of X is Fr(X)— X-:1—X. 

9) This is due to the connectedness of the space. 

10) According to the following formula 

Ir (2 Ax) с ЕЕ (Ах) 
x a 

valid for any collection of subsets Az of a locally connected space. See 
е. е. Topologie II, p. 168 (see also Appendix, theorem (1)). 
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or with 0). Since the space has Janiszewski’s property, it 
follows that So-Sf is connected. But obviously 88.8 = So. 8,. 

This completes the proof in the case of at most one index x 
satisfying condition (3). 

It remains to show that, if we assume that there exist 
two values of x, say х= 0 and х=1, satisfying the formula (3), 
we are led to a contradiction. 

Since Fr (R,)CS,+ 8,11), it follows by (3): 


(5) So Fr (2) 055. Fr (у) for j—0,1, 
and as Fr (R,) is connected !?), 
(6) the sets Set Fr (A, and 8,+Fr(#,) are connected. 
Since 1—(F,+ F,)C1—(S,+8,), we have, by (2), 
1—(F,+ F,)C Y Rx. 

As 1—(F,+F,) is connected (by (1) and the sets В, are 
open and disjoint, it follows, for all indices x except possibly one: 
[1—(F,+F)lR.=0, i.e. R,CF,+F.. 

We may therefore assume that 
(7) СЕ otf. 

We shall show that 
(8) Еу (А,)— 8,560 for j=0,1. 

Indeed, supposing that Fr (fal Hu, we have by (6) 
Sat Fr (£,)C S, (for, 8, is a component of Fy), 1. e. Fr (Kal Bo 


contrary to (3). 
As 1— Е; is open, it follows from (8) that 


(9) в, — Е, #0. 


11) Owing to the folowing theorem: if В is a component of а subset A 
of a locally connected space, then Fr (R)c Ет (A). Зее Topologie II, p. 169 
(see also Appendix, theorem (ii)). 

12) Owing to the following theorem: let 1 be a unicoherent space; if R 
is а component of a set G such that 1—G is connected, then Fr (Е) is connected. 
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Let {Qa} be the set of components of R,—F,. We shall 
show that there exists а À, say A=0, such that 
{10) Fr (Qj) — Е, 3E 0. 

Indeed, otherwise we should have 13) 

(5, Р) = Fr( Qa) C X Fr(QJC F, 
and therefore 14) 
Fr (Kj)CFr(A,-F,)-- br, PACK, Pi ЕС F,, 

contrary to (8). 

As Q, is a component of А, — F, we һауе 15) 
(11) Fr(Qj)C Fr(&,— F). 


Now, as А, is a component of 1—(SQ4-8,, we get 16) 
Fr(R)CSo+ Sı. Thus we have 17) 


Fr(AE,—.F,)C Ет (Ko) + Fi CS, +Sı + F,=8,+F3 
hence Fr (2,—F,)—F,C S, and by (10) and (11) 


Fr (Qo): 8920. 


It follows that Q,+ Sy is connected. 
On the other hand 


(12) QC Ry — F,CCF,4- F,)— Е; 


by (7), 1. e. Q,C.F,; hence Q,+ Rat Р. It follows that 9,5, Сбо 
(for Sy is a component of Е,), і. e. Q,CS,. But this is impos- 


sible since | 
Q,C R,C1— So 
by (12) and (2). 

2. In this section we shall show that, if the space 1 has 
Janiszewski's property, then the sets F, and Р, in (О) and 
in theorem 1 may be supposed open (instead of being supposed 
closed). 


13) See footnote 10. 

14) For Fr(X--Y)cFr(X)-4- Ег (У). See Topologie I, second edition 
(1948), p. 29, II (8). 

16) See footnote 11. 

16) Ibid. 

17) For Fr(XY)cFr(X)+Fr(Y). See Topologie I, p. 29, II (9). 
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Theorem 2. If @, and G, are connected and open sets such 
that | 


(1) 1—(G,4-G,) 18 connected, 
then the set G,:G, is connected. 


Proof. Suppose that Ga, is not connected. Let Q, and ©, 
be two open sets such that 


(2) G):G,=9,+ 4, (3) 9 91 = 0, (4) Q, 70 for j= 0,1. 


Owing to the local connectedness of the space, there exists 
a connected and open set W, (for j=0,1) such that 


(5) Wj40, (6) W,CQ;*). 


For the same reason, there exists a collection {W,} of 
connected and open sets (the index x running over a set con- 
taining the numbers 0 and 1) such that 


(7) Gaz A D, (8) WCG. 


It is easy to see that there exists a finite system of indices 
Ho 1, enn Where x,—0 and x,=1, such that 


Ws: И» 50, W4-W4,72E.0,..,W,. We, FO). 

Put K,=W,,+...+W,,. Hence К, is closed, connected 
and we have by (8): 
(9) W,C K,C6,. 

Similarly, let K, be a closed, connected set such that 
(10) W,CK,CG.. 

By (9) and (10) we have 
(11) K,4-K,CG,4-G,, Le 1—(G44- G)C1— (K+ K). 


18) Let Е be any closed non-void subset of Q, and let (owing to the 


normality of the space) С denote an open set such that F cG and GcQ,- 
We denote by W; any component of Qj. 


19) See Topologie II, p. 86. 
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The set 1—(G)+G,) being connected by (1), let R denote 
its component in 1—(K,+ K,). Put 


(12) С=1— Р. 
Formulae (9) and (10) involve 
(13) ^ МС, 


and (5), (6), and (13), involve 
(14) Ко-К, 90. 


It follows that Æ,-X,=<0. Hence A,-+ К, is connected. 
Therefore C is connected 2°) and closed (for, 1 being locally 
connected, А 1$ open). 

By definition of R, 


1—(G,4- G)CRCI—(K, + K;), 
i. е. (using (12)): 


(15) К+ KC OC Got G,; 
hence 
(16) C= Са, + CG. 


The space being normal, so is C. It follows from (16) that 
there exist two closed sets Н, and H, such that 


(17) C=H,+H,, (18) H,CG; (for == 0,1). 
Pat 
(19) ern 


Thus F; is a closed set satisfying (by virtue of (18), (9) 
and (10)) the formula 


(20) . FjC Gr, 

К, being a connected subset of F; (see (19), denote by 
8; its component in P; thus 
(21) K,C8,C Fy. 


2) According to the following theorem: if A is connected and Е is 
а component of 1—4 , then 1— В is connected. See Topologie II, p. 88, theorem 5. 
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We shall see that the hypotheses of theorem 1 are fulfilled. 
Indeed, we have by (19), (17) and (15): 


F,+ F,=H,+H,+K,+K,=C+K,+Ki= 0; 


hence 1—(F,+ F,)=1—C=R (by (12)), which means that 
the set 1—(F,+/,) is connected. 

Thus, by theorem 1, S,)-S, is connected. 

On the other hand, by (21) and (20), S;C G;. Therefore 


80:4. СЕ, = 0-9, 
by (2), 1. е. 
So: 84,— 0.4, · Qo Ао". 0. 


Thus, we get a decomposition of the set 6..5, into two 
separated sets neither of which is void, for (by (14) and (21)) 


OF Ky: Ki Фусу Qj. 
But this contradicts the connectedness of So's. 


Corollary. If G is a connected open set such that 1— G is 
connected, then G is unicoherent. 


Proof. As @ is locally connected, we have to show?) 
that whenever G, and G, are connected and open sets such 
that G=G,+G,, the set G,-G, is connected. But this follows 
at once from theorem 2. 


Theorem 3. Let б, and G, be two open sets such that 


(1) 1—(G)+ G,) is connected. 
Let Kı be a component of G;. Then Sy-S, is connected. 


Proof. Obviously we may assume that S,)-S,0. Thus, 
o+ S, is connected. Denote by @ the component of S+% 
in Got G,. 

It follows that S, is a component of @-G,. For, T being 
a connected set such that S,CTCG.G;, we have S,CTCG,, 
hence T=S,. 


21) According to a theorem of Stone. See A. H. Stone, Incidence 
relations in unicoherent spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 65 (1949), p. 427- 
447, theorem 3. See Appendix, theorem (iii). 
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According to the theorem quoted in footnote 20 and to (1), 
l—G is connected. Hence, owing to the corollary, G is uni: 
coherent. 

Now we have G=G-G,+G-G,, and 5, is a component 
of GG: It follows 22) that Su H is connected. 


Remark. Theorem 3 is equivalent to the following statement 
called first theorem of Janiszewski??): let F, and Е, be two 
closed sets such that Р-Р, is connected; if neither of these sets 
separates the points a and b, then the set Р-Р, does not separate 
these points 24), 


Proof. Let us assume that the hypotheses of the first 
theorem of Janiszewski are fulfilled. Put G;=1—F, and 
denote by 8; the component of G; which contains а and b. 
The set 1—(@,+@,)=F,-F, being connected, it follows by 
theorem З that the set S,-S, (containing а and b) is connected. 
As So: SCO Gi —1— (Е -+Р,), it follows that F,+F, does 
not separate a and 6. 

Thus theorem 3 implies the first theorem of Janiszewski. 


In order to prove the converse implication, assume the 
hypotheses of theorem 3 to be fulfilled. Denote by a and 5 
two arbitrary points of S,.5,. Putting PF;—1-—G;, we see 
at once that the hypotheses of the first theorem of Janiszewski 
are fulfilled. It follows that the set 1—G,-G,=F,+F, does 
not separate a and b. Thus there exists a connected set C 
such that a,b є CCG,-G,; hence a,b e CCS, 8). 

This means that the set S,-S, is connected. 


Problem. The following problem remains unsolved: 
Let 1 be a connected and locally connected space satisfying 
theorem 3. Does the space possess Janiszewski’s property? 


22) See Appendix, theorem (v). 

23) See б. Janiszewski, 1. с. (footnote 1). 

4) F is said to separate the sets A and B if 1—Е= M +N, where A c M, 
BcN, and М and N are separated, i. e. M.N—0- М.М. 

If A and B reduce to single points a and b and F is closed, this means 
that a and b belong to different components of I—F (1 being assumed locally 
connected ). 


Rocznik Pol. Tow. Matem, T. XXV. 12 
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3. Appendix. All arguments troughout this paper (except 
Remark in section 2) hold for any general closure algebra 25) 
satisfying the conditions of normality, connectedness, local 
connectedness, and the following condition: 


(+) Every open set is a sum of closed connected subsets. 


Some of the theorems on which our arguments were based 
require proofs in terms of closure algebra. Such proofs will 
be now supplied. 


(i) In any locally connected space the following formula holds: 


(1) Fr(Y A,)C H Fr(A,). 
Proof. Put i i 
(2) Аи 
It follows that | 
(3) G-Fr(A,)=0 for each x. 
Let us suppose that (1) is false, i. e. that putting S— Y A,, 
we have i 
(4) G-Fr(S) 0. 
The space being locally connected, we have 
(5) Ce Ga, 


where the sets G; are connected and open. 

According to (4) and (5) there exists an index 4 such that 
Ga: Fr(S)=£0. The set G; being open, this means that 
G,-S054G,—S. Hence there exists an index x such that 


Ga: A. FI FG: —À,. 
But, Ga being connected, this contradicts (3). 


(ii) If R is a component of a subset A of a locally connected 
space, then 
(6) Fr(A)CFr(A). 


25) For the notion of general closure algebra see В. Sikorski, Closure 
algebras, Кипа. Math. 36 (1949), p. 165-206. 
The axioms assumed are the following: 


ЛЕ TT CENT — Дону д 
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Proof. Let us suppose that (6) is false. As 


Fr( Rh) RvR CA, 
it follows that 


(7) VFEFr(R)— Fr (A)C Fr(R)—1—A. 
Put 
(8) 1—1—A=)G,, 
7 
where the sets G; are connected and open. 


By (7) and (8) there exists a À such that @,-Fr(R)=£0; 
hence (G; being open): 


(9) Ga: RÆ0, (10) 9,— RzE0. 
Ga and À being connected, it follows from (9) that G;--.K 


is connected. Since G;CA (by (8)), we have G;-- АСА, and 
since К is a component of A, we get 


Ga+ RCR, т.е. ЕАС Е. 
But this contradicts (10). 


(iii) Let 1 be a connected and locally connected space satisfying 
the following condition: whenever G, and G, are open connected 
sets such that 1= G+ G, then GG, is connected. Then 1 4s 
unicoherent. 


Proof. Suppose it is not. Then there exist two closed 
connected sets Е, and К, such that 


(11) 1=F,+F, 


and that F,-F, is disconnected. There exist therefore two 
closed sets М, and М, satisfying the following conditions: 


(12) Ba AAL, (13) М0, (14) M,-M,=0. 


Owing to the normality of the space, there exist by (14) 
two open sets H, and H, such that: 


(15) M,C Hj, (16)" ые 
Put 
(17) Q;=F;+ Ho+ Hi. 


12* 
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According to (12) and (15) we have 


(18) Fao: BAC Hut Н, 

and according to (11): 

(19) dk = eg) Ц 
hence 


BAL Hat Hz a: Fit (FoF) + fot Hı=(1L—F,)+ Ay + H,. 

Thus the sets Q; (j=0,1) are open and so are the compo- 
nents G, of F, in Q;. Furthermore we have by (11): 

1 nt. 
Hence, by hypothesis, G)-G, is connected. 
But (17) and (18) give 
0,°9,=f, FF, +H + Н,= Н„-+ H,, 

and, since G,:-G,CQ,:.Q,, we get 
(20) Gi Gi = 6G, G,- Hot Go 6, H,. 

Finally by (13), (12) and (15) we obtain 
(21) DNS N: 

The formulae (20), (21) and (16) contradict the connected- 
ness of G,-G,. 

The following statement will be used in proving (у). 


(iv) Let 1 be a locally connected unicoherent space. If S, 
and Sı are two different components of an open set С, then there 
exists a component К of 1—G which separates **) Sy and H. 


Proof. Since 8,:$,—0, we have 8,C1—S,. Denote by T the 
component of 1— S, which contains бо. The set 8, being con- 
nected, Fr (Т) is connected 27). 

Now we have Fr(7)C1—G. For, by (ii), 


Fr(T)CFr(1—8,)— Fr(8,)C Fr(8,)CFr(@)C1—4. 
26) See footnote 24. 
27) See footnote 12. 
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Denote by К the component of 1 —G which contains Fr (T), 
and put 


M=T—K and N=1-T-K. 


We have 
(22) I-K=MHN, 
for 
(23) Fr(T)CK, i.e. 1—K—1—Fr(T)—K, 


and 1—Fr(7T)—1—(T—7)— T-- (1-7). 
Since Т and 1— T are separated, so are M and N. 
Finally 


(24) SCH and &CN. 


Indeed S,C T-.GCT—K, and as 8,-T=0 and S, is open, 
we get S,.T—0; hence S,CG—T'CN. 
According to (22)—(24), К separates S, and H. 


(v) Let 1 be a locally connected unicoherent space. If Go 
and G, are open and such that 


(25) А 1= G+ G; 
and S; is a component о] Gj, then 8-8; is connected. 


Proof. Suppose it is not. Let Q, and Q, be two different 
components of S,:S,. It follows 28) that Qy and Q, are com- 
ponents of G,-G,. Let K be a component of 1—G,-G, which 
separates Q, and ©, (according to (iv)). 


As KC1—G,:-G,=(1—G,)+(1—G,), it follows that 
(26) K=(K—G))+ (K—G,), 


and, by (25), (K—G,):(K—G,)=0. This implies that the sets 
AK —Gy and K—G, are separated. Since К is connected, one 


28) According to the following theorem (valid for any space): if бу is 
a component of А; (j= 0,1) and О is a component of Ba: H, then Q is а com- 
ponent of Ae: A,. 

For, let T be a connected set such that Qc TcA,.4,. We have to 
show that Q= T. 

As T-S8;0, T-- S, із a connected subset of Aj. Since S; is a com- 
ponent of Aj, we get T--S;cS;,i.e. TcS;. Thus QcTcS,: S. As Q is 
a component of S,-8,, it follows that Q— T. 
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of these sets is void. We may assume that К —G,—0. Hence 
by (26) KC1—G,, i.e. K-G,=0. As SCG, it follows that 


(27) К .8,= 0. 
On the other hand 
(28) Qo t Q1C 81. 


The formulae (27) and (28) contradict the assumption 
that К separates Q, and Q,. 


Paüstwowy Instytut Matematyczny 


SUR LES SOMMES DE FONCTIONS ORTHOGONALES 
Par G. ALEXITS (Budapest) 


1. Soit {p„(2)} un systeme de fonctions orthogonales et 
normées dans l'intervalle arbitraire (a,b). Nous désignerons 
dans les suivants par e un nombre positif fixe, arbitrairement 
petit, par p un entier positif fixe, arbitrairement choisi, par 
log, n le logarithme »-fois itéré de n, et par L,(p,c) le nombre 


L,(p,c)- log n loggen... log, n (logy,4 n)!te. 


Il est connu!) que, les coefficients c, étant des nombres 
réels arbitraires, l'évaluation 


n / n 14-а 
{1) Уер, (20) —0 | log n ( р» d | 
i \ des 


а lieu presque partout; si ¢,=1 pour k—0,1,..., l'ordre de 
grandeur de cette évaluation peut étre abaissé jusqu'à 


(2) dom (m) —o (log n. VnL,(p,e)) 


presque partout. En prenant les moyennes arithmetiques des 
sommes (2), l'ordre de grandeur obtenu peut étre précisé, 


parce qu'il est, dans ce cas, o(VnL,(p,e)) presque partout?). 
2. Notre but est de généraliser ces résultats en démontrant 
les deux théorémes suivants: 


Théorème I. Les moyennes de Césaro o(%) des sommes (1) 
possèdent, pour а >1, presque partout l'ordre de grandeur 


o(9 (ar) lun ғ) Ў B 
k=0 


1) S. Kaczmarz et Н. Steinhaus, Theorie der Orthogonalrethen, 
Warszawa-Lwów 1935, p. 165. 

2) I. S. Gal, Sur les moyennes arithmetiques des suites de fonctions 
orlhogonales, Ann. Inst. Fourier Univ. Grenoble 1 (1948), р. 218-224. 
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Vordre de grandeur 


2 6,9, 0) =0 (los " т.ч, Sa] 
k=0 k=0 


Théorème II. Les sommes (1) possèdent presque partout 


Les résultats mentionnés auparavant sont évidemment des 


cas spéciaux de nos théorèmes. 
3. Démontrons d'abord le lemme suivant 
Lemme. L'évaluation 
т 
(3) Бодо is, Sol 
tient presque partout pour tout аг 0 


n —k-- “| 


: | n—k 
a) (4) = ye 
Se 


et, pour a>0 
in —k + a\? 


Vu que 


on obtient d'abord l'inégalité 


oo 


m=N 


2 J- 


m=N æ Тт (D, € 4 cz m=N 


Il en resulte que la serie 
= [ор 


= 


от 
"H Lupe) У Ch 


converge presque partout, par suite 


a lieu presque partout. 


s) 


gm 
a (a) = о | ento. (p,€ PX. 


] 


р 


0 Ii 


00 b [o me ^ 
en Py akin (р, е) = Ge 
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4. Pour démontrer le theoreme I, il suffit, d’apres notre 


lemme, d’envisager le cas on et р а 1 On 


voit. 
facilement que 


] 
1 
g x — OU 20 ) = pios ke 2), 
о) або (а) = I is евра) 
k—1 
c'est-à-dire que 
Е a Т 
о b| a9 (z)— (0 (x) со Rail rag 
| MN AUN i | ^Y ke j—k k 
Sp lel Uu amr 
=N a L, 4.936 j=N j(ÿ +1) E e) 2 Xo 
k=) _ 
| | 
- Zo | 
2 ) Lip, €) 
j=N 
La serie 
«s ot» (x æ)— оў) (в) |? 


est done presque partout convergente, ce qui entraine 
gm-F1 


y | 00 (i) — o0 ‚(@) E 
к—2т- 1 И v. Ch 


presque partout. Or, on obtient de l'inégalité de Schwarz. 


Forse e |o (22) | 
HV / от | 
Es ), €) № e$ Neser 
= à k=0 
om-+i 
с У ` Wat | 
= ke oe ee 
SE ү Loo Vua 
k=0 1 k=0 
=: Lol (x (D (а) | | rn (1) ( (1) ( у LE нат 2 
0j Où 2 0) — (y 1 2 2. 
a |. 


ee 


1—1 


1 
D | j| 
imga HL (p.e) j=2m41 {f/ Lj (p, £) У e? 172271 
k=0 
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Et, puisque 


ym-+1 


j22m41 


il en résulte, en vertu de (4), 


presque partout. Ici, le second terme du premier membre 
tend, d'aprés (3), presque partout vers zéro; il s’ensuit done 


g (2) = 0 nm Е) Se) 
Г 


et le théoreme I est demontre. 


5. Quant au théoréme II, posons 
s (2) = 30,9, (x). 
k=0 


D’apres notre lemme, la proposition du théoreme est exacte, 
si n— 2". En vertu du théorème I, nous n'avons donc qu'à 
évaluer l'ordre de grandeur des différences 


п 
kel 


n +1 


lorsque 2"<n<27"', Or, il est connu?) qu'il existe une 
fonction д,.(2) > 0 telle que 


(5) з (2) —о@(а) = 


à om) < д,„(2), 


et, de plus 
gm-+-1 


b 
J [05m (7) do —O (m?) У Pei 


k—1 


3) S. Kaczmarz et H. Steinhaus, loc. cit.!), p. 162. 
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Cette deuxieme relation conduit à l'évaluation 


со b 9 oo 
TER ay uk 
as ol 
З o. с 2 gt 2 Т(р,г)) ^ ©? 
nz (log 2") 2" 1) Г и(р,г) Y men 
k=) 


d'ou il résulte, presque partout 


— 
bym(22)= der 1) log 2” / Ги (р, г) Ус |. 
k=0 
Vu que 2"<n<2”T! on en obtient, d’après (5) et (6), 
Sn (0) — co) (2) = o(iogn M omne 
Te ` 
presque partout, с. q. f. d. 


Budapest, 31. VIII, 1961. 
Université des Sciences Techniques. 


A NOTE ON THE TOTAL MATRIX RING OVER 
A NON-COMMUTATIVE FIELD 


By Loo-KENG Нол (Peking) 


Let К be a field, not necessarily commutative, and K, 
be the n x n total matrix ring over K. 


Definition. Let R be a ring. The module generated by 
elements of the form 
[a,b |= ab —ba, 


where a,b, belong to R is called the derived Lie module of R. 


We use L and L, to denote the derived Lie module of К 
ава K,, respectively. In this paper we shall use frequently 
the following theorem which was proved previously by the 
author !): 


Theorem 1. A matrix M belongs to L, if and only if its trace 
belongs to L. 

Practically, the theorem can be extended to the case of K 
being à ring with unity element. 


Theorem 2. Any normal submodule of К is either contained 
in the centre of К or contains Ln, except when n=2 and К 
contains only 2 elements. In that case the set 


01 ШТ 10 0 0 
mI 10)’ \01/’ wg 
is a normal submodule of К. 


1) Hua, Jour. of Chinese Math. Soc. 1, р. 109-163, in particular 
p. 144. 
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Proof. Let N be a normal submodule of A which is not 
contained in the centre of K,. Let Hy be the matrix with 
zero everywhere except the element at 4,j position equal to 1. 

1. If N contains Fis, then it contains also 


AONE AQ ЕЕ 
| |] Bs r 1) Аа: 


РИ ЕК Еи Lip; (4277) 


Let 


we can easily verify that Ру=Г. For i+1 and 2, we have 
Pa E15— En Нә Pi, 
and for i7 and 2 
РЕ = (I-- Eat En — E25 LE La И»; 


therefore N contains Aly for all 7+ 7 and A belonging to К. 
Furthermore, since 


ОСО UE | 
| | | a déi 1, | А 2 = — ) —- LOT 
(t 1}\o 0/41) À Fs НАН At En + RÀ boo 


we deduce that 
(Ap — uA E, = Au Li — wa Ey (uA) E, = (uA) Ego} 


belongs to N. Consequently, L, is contained in N. 

2. Suppose that К contains more than two elements, that 
is, in К we have an element A+ 0, +1. 

Let A be any non-central element of N. Without loss of 
generality we may assume that a,,.+0. We write 


p 
Je 


and we use [A4,,...,24,] to denote a diagonal matrix with A,,...,/n 
on its diagonal. Then 


[4,1; ...,1]4[4,1,..., 1] —A = CEP EAT 
УА. АВ M yA D y D 
_ [да —a (DA 

eee оч 058) 


A NOTE ON THE TOTAL MATRIX RING OVER 
А NON-COMMUTATIVE FIELD 


By Loo-KENG Hua (Peking) 


Let K be a field, not necessarily commutative, and К» 
be the n x n total matrix ring over К. 


Definition. Let R be a ring. The module generated by 
elements of the form 
[a,b|=ab—ba, 


where a,b, belong to Е is called the derived Lie module of R. 


We use L апа Г, to denote the derived Lie module of К 
and Kn, respectively. In this paper we shall use frequently 
the following theorem which was proved previously by the 
author 1): 


Theorem 1. A matrix M belongs to L, if and only if its trace 
belongs to L. 


Practically, the theorem can be extended to the case of K 
being a ring with unity element. 


Theorem 2. Any normal submodule of K is either contained 
in the centre of К or contains Ln, except when п= 2 and К 
contains only 2 elements. In that case the set 


01 Jt Ti 10 0 0 | 
И ОО оо 
is a normal submodule of К. 


1) Hua, Jour. of Chinese Math. Soc. 1, р. 109-163, in particular 
p. 144. 
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Proof, Let N be a normal submodule of A which is not 
contained in the centre of Kna. Let E; be the matrix with 
zero everywhere except the element at 1,7 position equal to 1. 

1. If N contains E,,, then it contains also 


WO оа 
(0 JM 1) = fos. 


Let 
Py-—l-cEjTÉE—EÉE—Ey (t+ 3) 
we ean easily verify that Py=I . For 22-1 and 2, we have 
Ри E1— Ир= Вә Ру, 
and for ij and 2 
Poy Ев — (1- Kart Ej, — En — Ey)Ea= Ep by Pa; 


therefore N contains АЁ for all ij and 4 belonging to К. 
Furthermore, since 


LON AVEO н 2 | "T | 
и 1/\0 0 А t phu By = А an + КА Los, 


ul 
we deduce that 
(Au— wa) Ey, = Au Ey, — RÀ Bas — (ua) Ey, — (UA) Ego} 


belongs to N. Consequently, Ln is contained in N. 

2. Suppose that К contains more than two elements, that 
is, in К we have an element 1+0, +1. 

Let A be any non-central element of N. Without loss of 
generality we may assume that a,44- 0. We write 


a р 
a pe) 


and we use [4,,..., 44] to denote a diagonal matrix with A,,...,/n 
on its diagonal. Then 


байа ыы eis E (96 
Kë АША. Vw S 
[дад —a  (A—1MA 

нод sot» | 
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We denote the last matrix by B. Furthermore 
—1 1 
ET ate ; = Se A ы ы 
\(4—1) „(a7 A) 0 
Therefore N contains an element of the form 


ов 
y 0 
with 2-0. 
We have a matrix P such that 6P—(1,0,...,0)— «,. Then 
SZ de /0 fi (1 0\ ы [0 u, 


| — | 
oni {у 0/0] Vo. 
Furthermore since 


pM Жоке Чүш Т ORNS О S ыы T ORO 
[11 0 C0 0 11000) A He —11 0] 
\0 0 ZE) \y 0 00) \о о 1/ i» Ооа A о о 07 
апа 

(1 0) —1 d От oi о 0) 

\0 47 \-1 17 \0 a7) [es 1} \1— of 


which is similar to E,,, the theorem follows from 1. 
3. Suppose that К contains only two elements, 0 and 1, 
and n>2. We may assume that geck, that is, a,,— 1. 
Then 


10 0\ 
(eer MAT TA ee EN TRE ESAE, =| cal у |. 
V о 007» 


Furthermore 


/100\ /1 0 0\ /1 0 0\ * үм 
MP TORT RI = [51 e], 
\001/ \yoo/ \oo1/ = \yoo/ 


LOON AEO ON YE OON 100 
0101[510][010] = [510], 
Va A ОИ ER y 20:1 0 0 0 


LOIN OL ON ще 100 001 
010)/4510)/1010}] — [510|-[00 5], 
001/ \000/ kont 000 000 


which is similar to E,,. The theorem again follows from 1. 


and 


ON THE TOTAL MATRIX RING 191 


4. Suppose that K has only two elements and n=2. Let 
SL,(2) be the group of nonsingular two-rowed matrices; it 
is a group of order 6 


ey (е, oa) e) EL, 


it contains a normal subgroup 


1 0 01 ДШ 
ay) ОО 
Therefore the four elements in the theorem form a normal 


submodule. It is not contained in the centre and it does not 
contain La, which is 


0 0 0 6 01 ( 1 | i 1 ; ( 1 11 
1 (0) Mo o er E ap Ma or ar 
The theorem is now completely proved. 


Theorem 3. The ring K, contains no proper normal subring 
which is not contained in the centre, except when n=2 and К 
has only two elements. 


Proof. Let Е be the subring under consideration. By 
Theorem 2, it contains L,. In particular, it contains 


01 оү da 0 \ 
A={10 0 |, B=100 o 
0 ou V0 0 0072 


Therefore, it contains 
BA = a E e 


Since every matrix can be expressed as 


aF t+ М 
where M « Ln, we have 


Theorem 4. Every element A of Kn can be expressed as 
a finite sum of commutators, that is 


(1) A=) Bai C 


1—1 


except when n=2 and К has only two elements. 
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Proof. Evidently, the elements of the form (1) form 
a normal module of Ka; by Theorem 2, it contains Га. 
Let 
piae В /0b 0 \ 
B=[11 0 |, c=[10 0 
WO now. 


Then, for b 2-0, we have 


tr (BOB ON =(n—2) + tr LO\/0 Ат уоту А 
А А ee ge EE С | АШ 


Furthermore 
вл. 


Therefore tr(2BCBC) may be any element of А. The theorem 
follows from Theorem 2. 

Now we consider A, as a Jordan ring, i. e. it is closed 
with respect to the operation 


{4,B}=AB-+ ВА. 


Theorem 5. For a field К with characteristic different 
from 2, Kn contains no proper normal Jordan subring which 
is not contained in the centre. Or, more precisely, every element 
of Kn can be expressed as a finite sum of {A,, В. 


Proof. Let EK be such a module generated by {4;, Bp, 


which is evidently a normal submodule of X. Therefore it 
contains L,; in particular 


Thus it contains 


a 0 Lat Е за 0 

р" ES - 0 2a 
2a o \ [te 0\ 
0 —2af An of 


and 


A 0 
Therefore ( о) belongs to № for all A. Therefore R= Ан. 
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Theorem 6. Any Lie subring of Kn not contained in the 
centre contains Ln except when n= 2 and К has only two elements. 
More generally, every triple Lie system not contained in the centre 
contains Ln. 


Theorem 7. Every normal submodule of K, closed with 
respect to the operation ABA either is К or is contained in the 
centre, except when n=2 and K is commutative. 


Proof. 1. n>2. The proof follows immediately from 


10 OX а 0 оу /1 о 0\ /a00 
[oo 0 0—a 0110 0 о}={о оо). 
\o o —1/ \o 0 0/ \0 —01/ \000/ 


2. n=? and К is not commutative. From the identities 


ab | 0 Y [0 1Y /ab 0 [abe —ab?a\ 
^ ya] | j ^ -H \ c? —oba | 


abe —ab?a bac —ab’a\ — [(ab—ba)e 0 
c? —oba с? —cha | | 0 0] ’ 


we have the theorem. 


and 


Remark. For the case n=2 and К being commutative, 
the theorem is not true. In fact, let 


ps | b | | 
e —a 
Then | 
A—AA , A=a’+ be. 
If tr A=tr B=0, then tr(ABA)—0. 
Therefore Theorem 7 is in this case false. 


Henceforth we assume that the characteristic of the 
field К is different from 2. 


Definition. A subset S of a ring R is called weak normal 
if M belonging to S implies 


AMA + АМА 


belonging to S for all invertible A. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. Т. ХХУ. 13 
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Evidently every normal submodule is a weak normal. 
Now we have an improvement of Theorem 2. 


Theorem 8. Every weak normal submodule T of К either 
is contained in the centre or contains Ly. 


Proof. 1. First let us assume that T contains Ha, Since 
о по мо о 
Ёл» St Eis 
eg fame Vi и 1 ul 
и 4 4 Ww fil 0; 2 
EET — u) ~\—2u?'0 


| А Si () 2 N 0 o) 
EE = ^ 
2217 0] | 2(u+1)? Of \4u+2 0) 


and 


T contains /#,, for all 4. Let Ру denote the permutation matrix 
: р 9 A 
as in the proof of Theorem 2; we have P,—=I and 
-—] ев. | Bid: 
Р„Х Py um. Ау EAM 
the set contains Zu for all (+) and all 4 belenging to K- 
Next, from 


[0 1| /0 d [0 1\—1 [0 Rief? gd (0 1 
" ТА \о 0J d b) ci ‚) lo UM q 


—be 0 \ ' 
E= | - 9 е. — рер Eis 
0 Al E g 


we deduce that T contains an element of the form 


Í -be e\ 
\ о eb) 


Consequently, 7’ contains 


—be 0 y eb 0 eb—be 0. 
О eb 0 —eb y () 0 : 


the theorem follows. 
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2. Let A be a non-central element of T. Suppose that 
there is a non-diagonal element different from zero; we may 
assume without loss of generality that «,,4-0. Since 


[—151,...,1]:4 [—1,1,...,1]* 4- [—1,1,...,1] 1 4[—1,1,...,1]—24 = 
[ 0 — 4f 
\—4y Tom) 


the set T contains an element of the form 


0 B | 
d 0 - p = (а, В,), a + 0. 


Moreover, Г contains 


vE РА IW "E T Mr 
Да Th Mahal, Ш NN MO ei 


1 
А о 


fl DE оа ро ОО о Вову 
+[11 0 115 0 ei тана Keren 
\0 0 1—2) EHEN АВ, 
and 
/9 ат ао 22 0: Jaen ЖО Оо 
db 0 0 |+[2(40—a)0 0 |=[2a 0 0) 
Wo ДЕ N 


which is 29 E,,. Since 


"u 1\ (0 o) [0 ës, od DE po o [9 LE 


\la Of Vie Of Ma 0] Ma 0] \20 Of Ma 0] 12, 


the theorem follows from 1. 
Finally, if ay=0 for all 1+) then from the identity 
_ =p) 1 Ў Е | 
[0 1) (A 0| { LUN EU. WIL \_/ u u 
о уло ый Ат OP а ой о мрт в) дви з} 
we deduce that we may assume А being not diagonal. The 
result follows from the previous consideration. 

From Theorem 8 we can deduce the corresponding conse- 
quences of Theorem 2. But, besides of these we have several 
new interesting consequences: 

13* 
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Theorem 9. If we regard К, as a Jordan ring with the 
operation {A,B}, it has no proper ideal. 


Proof. An ideal of К is a module Т of elements M,..., 
of K, such that {4, М} belongs to T for all A of Kn and М of T. 
Evidently a Jordan ideal can not be contained in the centre. 
Since 
(A7 {АМ} =A (AM + MA) HAM + МА) А" 
=AMA "+ A  MA--2M, 
T is à weak normal submodule of K,. By Theorem 8, T con- 


tains L,. The proof is completed by the same method as in 
Theorem 5. 


Theorem 10. If we regard K, as Lie ring with the opera- 
tion [A,B], every ideal which is not contained in the centre of Kn 
contains Ln. 

Since 


[LA,M],A = (A.M—MA)A"1—A"! (A M—M A) 
ZAMAT ANA =, 


every ideal of the Lie ring К, is a weak normal submodule 
of K,. The theorem follows immediately from Theorem 8. 
Finally, the same method establishes also 


Theorem 11. The Lie ring L„ has no proper ideal which 
is not contained in the centre. 


Proof. 1. If the ideal 7 contains £,,, then from 


A 0 01 0 1| [A 0 di 0 24 
Ve 6 0) \o —;} io о 
we deduce that T contains uE,, for all u. Next, since 


Tu, АЕ = AE; for i+1 and 2, 
and 
21019, Es) = АЕ; for Zn 
T contains AE; for all ri and A belonging to К. Since 
[Aby, Ep) = Au Ни uA Ey, 


we have the theorem. 
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2. Suppose that the characteristic of the field does not 
divide n. Ii T contains a non-diagonal А = (ay) we may assume 
that @ +0. 

Let 

[—(n—1),1,...,1]A—A[—(n—1),1,...,1]= В, 
and 
B[1,—(n—1),1,...,1]—[1,—(» —1),1,...,1] B— C. 


Then 7 contains 
/ Q n?a,s Ui 
C=|n2a, 0 0 | : 
() 0 0/ 


Wl ww on = е 


(2) | ja —а 0 —a 0\ [1 4a! 01 
(ës) 0 a О алто 11007" 


the set 7 contains £,,. The theorem follows from 1. Since 


Since 


[0 v\ IA 0\ /A O\ [0 v| [0 Len 


\о о) ou) Nou) Moo] № o 


we may assume thet Т always contains a non-central element 
except when Т 13 contained in the centre. 
3. Suppose that the characteristic of K divides n. Since 


0 0 * * ж x 0 0 * x 
| pe) | ap) E d ap») | pie) |, EH, 


and the characteristic of the field does not divide n—1, the 
set Т contains an element of the form 


041 01» O43 seses.. din 

RT DTE ON ы) 
з о ОО о p 

а Venen: () 


provided that 7 contains a matrix with a non-central A,, 
but the latter can always be fulfilled. 
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Moreover, 


10, =ЛЫ0, 230 A—=A[0, 1, — 0, OF. 0) 


If the characteristic of the field is different from 3, we 
apply 2, to 


{ © —a, lig 
| айд 0 2 } 
\—@,, 0 0 
the theorem follows. Therefore we shall complete the proof 
if we can prove our theorem for the field with characteristic 3 
and n=3, and Т contains 


Oa b\ 
A=ssiic 017]. 
d 0 0/ 
But now 
/0 a0 
TOS >ш; Au 01)=B (say), 
Mw 0 0/ 
and 
/9 0 0 IW 0 0 /9 0 0\ 


үксү, =a sese Gy | 
\0 10 0107 \o 0 1 


and the identity (2), in conclusion, T has Bus, Consequently 
the theorem follows. 


THE MEASURE-THEORETIC SETTING 
OF PROBABILITY THEORY 


By J. Г. Поов (Urbana, U.S. A.) 


It is now generally accepted that the mathematical theory 
of probability is simply the theory of measure, with special 
emphasis on certain aspects of that theory. In spite of this 
general agreement, however, no completely satisfactory account 
of the measure theoretic foundations of probability theory 
has been given, that is an account of the definitions peculiar 
to probability theory, with enough development to show that 
the definitions are adequate to the subject. The nearest approach 
to this is KOLMOGORoOV’S fundamental Ergebnisse der Mathe- 
matik paper of 1934, but this paper does not go very far into 
the subject, and it is significant that a recent book by GNE- 
DENKO and KOLMOGOROY (Limiting Distributions of Sums of 
Independent Random Variables, Moscow-Leningrad 1949) adopts 
a slightly more restrictive point of view, to be discussed below. 
The absence of an adequate basic text is undoubtedly the 
reason why mathematicians who are not specialists in pro- 
bability theory find it almost impossible to understand pro- 
bability books and technieal papers. Writers in the subject 
have now become used to taking for granted a large amount 
of basic material which has never been adequately discussed. 

In an as yet unpublished book on stochastic processes, 
the writer wished to take the ordinary mathematics of proba- 
bility for granted, but soon found out that in the absence 
of a standard text the book was thereby rendered quite un- 
readable. He was thus forced to give a fairly complete outline 
of the basic ideas, with various modifications and extensions 
of existing treatments to avoid awkwardness in later de- 
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velopments. Since the publication of the book has been delayed, 
and since there has been so much confusion on the subject 
(in part inspired by the writer’s ingenious proofs of incorrect 
theorems), the following account is offered as a simple expo- 
sition with a minimum of technical details. 


Let 2 be any abstract space of points w. Let G be a Borel 
field of о sets and let Pr be a measure of С sets, with Pr(O) —1. 
The mathematical theory of probability is the study of triples 
{2,G,Pr}. In the following we shall call any measure function 
with maximum value 1 a probability measure. In the appli- 
cations of the theory of probability, 2 is usually called the 
space of elementary events and the G sets are called events. 

Given а triple {2,G,Pr}, a real valued « function x, 
measurable with respect to G, is called a random variable, 
and its integral over 2 with respect to the given probability 
measure is denoted by E(z). Let the range of values of x be Rx, 
and let Pr’ be the probability measure of linear Borel sets A 
defined by 


Pr(A) = [@Р(1), F(A) = Pr(a(o») « 2). 
A 


The relation between Rx, Pr’, and Pr plays an important 
although indirect role in many considerations, as we shall 
see below. In many cases it is true that if a linear set ACR, 
has as inverse image the о set 1e G under the map о (с), 
then 

Pr(A) = inf Pr’{B} (B Borel). 
ACB 


The truth of this for every x is a definite restriction on the triple 
{Q, G, Pr}, which is called perfect by GNEDENKO and KOLMOGOROV 
if the condition is satisfied. The latter authors accept as part 
of their general definition of probability that a probability 
triple is perfect, but we shall not make this assumption, because 
it seems unnatural, unnecessary, and in some applications 
embarassing. 

Let 2 and T be abstract spaces, and let (ie T) be any 
family of w functions indexed by the parameter $. We shall 
denote by B(x, te T) the smallest Borel field of о sets with 
respect to which the хгз are all measurable. In particular 
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if (4, G, Pr} is a probability triple, and if the v/s are random 
variables, that is functions measurable with respect to G, 
the family of random variables is called a stochastic process. 
In this case evidently B(x.,te Т) СС and we define B*(x,te T) 
as the smallest Borel field of o sets including those in B(x, te T) 
and also all subsets of those of the latter sets which have Pr 
measure 0. Finally we define 4£8**(z,te T) as the smallest 
Borel field of o sets including those of B(x, te T) and also 
all о sets of Pr measure 0. The sets in B**(a,,t e T) and the 
random variables measurable with respect to this field will 
be said to be defined in terms of conditions on the 225. For 
each w the random variable a has the function value ww), 
and for each o this funetion value thereby determines a funetion 
of t, called a sample function of the stochastic process, or 
sample sequence if T 1s a sequence. Corresponding to this 
terminology, an w set or function determined by conditions 
on the xs is sometimes called a set or function measurable 
on the sample space of ће xfs. If #,,...,%, are random variables, 
a function 1 is measurable on their sample space if and only 
if it is equal for almost о to a Baire function of these п 
variables. 

The simplest type of stochastic process from some points 
of view is one in which the point о itself is a sample function 
of the process. More precisely, let 7 be any aggregate, and 
let 2 be the class of all real valued functions of te T. Then 
each point of 2 is a t function, and 2 is simply a coordinate 
space, of dimensionality thé cardinal number of T. Let x, be 
the s-th coordinate function, that is 25 is the о function which 
for w the t function f takes on the value f(s), and denote the 
function value of x, at о by z,(w), as usual. Let С = B(a,te T), 
and suppose that (O, G, Pr} is a probability triple, with these 
definitions of О and С. Then the stochastic process {x,t e Т} 
determined by the coordinate functions will be called a sto- 
chastic process of function space type. Given 2 and G as described, 
the Pr measure of the triple is usually obtained constructively 
as follows. It is supposed that for each finite t set t,...,tn 
a finite (n) dimensional distribution, that is a probability 
measure of n dimensional Borel sets, has been assigned, and 
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the problem is to define Pr measure in such a way that 
dn, af, have this distribution, that is in such a way that 
if А is an n dimensional Borel set, 


Pr{[æu(w),…,æ,(w)] є A} = Фи... tnt A). 


For this to be possible, the measures {®,,..,,} must satisfy 
obvious consistency conditicns, and if these are satisfied 
Kolmogorov showed that the Pr measure can be defined as 
desired. In other words he has given a systematic method 
of defining probability measures in spaces of arbitrary dimen- 
sionality in terms of finite dimensional distributions assigned 
to finite aggregates of coordinate functions. 

In particular, when one considers ап n dimensional 
probability distribution, that is a probability measure of n di- 
mensional Borel sets, one can consider the distribution as 
determined by the n dimensional distribution of the coordinate 
functions %,...,%,, in fact this is how the Pr measure is usually 
defined, and the process {#,,j< т} is then a process of function 
space type. 

Let {2,G, Pr} be a probability triple, and let (cte T} 
be a stochastic process whose functions are random variables 
defined on 2. Then for many purposes this process can be 
replaced by one of functicn space type. This is done as follows. 
Let 2’ be the space of functions of te Т, let x, be the s-th co- 
ordinate function on Q’ and let С’= B(a,,teT). We define 
a Pr’ measure of С’ sets in such a way that if t,...,é, is any 
finite £ set, and if A is any л dimensicnal Borel set, 


Pare (on) t, (w')] e A} = Pr{[a;,,(o),..., elle A}. 


This can be done trivially, in the light of Kolmogorov’s method 
of constructing probability measures in coordinate space. In 
fact the right side of this equation defines a measure of n di- 
mensional Borel sets for each finite T set t,...,tn, and the 
class of these measures is precisely what is needed for Kolmo- 
gorov’s method. It is then easily proved that there is a cor- 
respondence between the © random variables x which are 
measurable on the sample space of the x/s and the 2’ random 
variables x’, with the following properties: 
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(а) To each x corresponds a unique x’ (disregarding values 
of x’ on sets of Pr’ measure 0) and conversely. Moreover for 
each t, x; corresponds to a. 


(b) If 2>0 for almost all о, and if x’ corresponds to г, 
then 2’>0 for almost all о’, and conversely. 


(c) If 2,,...,2, correspond to 421,..., бп, and if Ф is a Baire 
function of n variables, then @(a,...,%,), corresponds to 
do... 95). 

(d) If y, corresponds to уу, and if lim ул = 2 exists for 

n> оо 


almost all о, then lim ул exists for almost all oi and the limits 
n- oa 


correspond, and conversely. 


(e) If x corresponds to z', then EH {ax} exists if and only 
if E'(z') exists, and if these expectations exist they are equal. 


(Obviously these properties are not independent.) In par- 
ticular, taking æ as the characteristic function of a point set, 
to each 58*(х,1е Т) set corresponds a unique С’ set, and 
conversely, neglecting sets of measure 0, and the corresponding 
sets have the same measures in their respective spaces. Moreover 
finite and enumerably infinite unions and intersections are 
invariant under this correspondence. 


If the x, process is defined as described above, it will be 
called a function space representation of the 1, process. By 
going to this process, if the x, process probabilities not defined 
in terms of conditions on the xs are not of interest, that is 
if one is only interested in sets and functions measurable with 
respect to B(x, te T), or at least measurable with respect 
to B**(x,,te T), one can reduce problems to those involving 
processes of function space type. The advantages of this sub- 
stitution will be exhibited below. However it is neither necessary 
nor convenient to assume that all stochastic processes are 
of function space type. A stochastie process is simply a family 
of measurable functions, and it would be clumsy every time 
a new function, say the square of one already considered, 
must be added to the list of those under consideration, to 
adjoin it to the process, and accordingly replace 2 by a 
space with an additional coordinate. 
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Given a probability triple {2, G, Pr), let FCG be a Borel 
field of w sets, and let ¥* be the smallest Borel field including 
all the ¥ sets and also all » sets of Pr measure 0. Then an 
o function is measurable with respect to ¥* if and only if it 
is equal almost everywhere to a function measurable with 
respect to F. Let x be a random variable with E(|vz|) «co. 
The conditional expectation of x relative to F, E{x|F¥}, is defined 
аз any integrable random variable which is measurable with 
respect to ¥* and which satisfies the equation 


(ET = | B{a|F} aPr, Ae $. 
A A 


(The equation is then also true for 4¢¥*.) There always 
is sueh a random variable, any random variable equal almost 
everywhere to such a random variable satisfies the same con- 
ditions, and any two random variables satisfying these con- 
ditions are equal almost everywhere. In particular if 2 is the 
characteristic function of а set M, E{a|¥} is also written 
Pr{M|F}, and is described as the conditional probability of М 
relative to F. The symbols for conditional expectation and 
probability will always denote some particular choice of the 
random variables satisfying the stated conditions. If («te T) 
is any family of random variables, E{x|@{(æ,t e T)) is also 
written as E{x]x,,t« T), and is picturesquely described as the 
conditional expectation of x for given values of the «js. It 
is a random variable defined in terms of conditions on the zs, 
in the technical sense given earlier in this paper. 

Let {æ,te T) be a stochastic process, based on the pro- 
bability triple {2, G, Pr}, with function space representation 
{xate T). If 4C B*(a,t e T) is a Borel field of Q sets, if F’ is 
the Borel field of corresponding 2’ sets, and if x is an О random 
variable, corresponding to the 2’ random variable x’, then 
if E{|æ|}< со we have defined E{x |F} as an О random variable 
and E'(z'|$') as an Q’ random variable. These two random 
variables can be shown to correspond in the Q-«——-4' corres- 
pondence, so that in considering conditional expectations and 
probabilities we can for many purposes assume that the given 
process is of function space type. Applications of this idea 
will be indicated below. 
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Let {2, G, Pr} be a probability triple, and suppose that 
$ C G is a Borel field of О sets. Then it is natural to ask whether 
Pr{A|¥} can be defined in some specific way for each A to 
yield a single-valued function of A, w which is a probability 
measure ш A. More carefully formulated, the question is 
whether for each A є С and point о one can find a value 9(A,w), 
defining a single-valued function with the following properties: 

(a) for fixed w,p(A,w) defines a probability measure in 4; 

(b) for fixed Ae G, 


Pr{A|F} = p( A, о) 


for almost all w (where the exceptional 2 set may depend 
on 4). 

If there is a function p with these properties, we say that 
there is a conditional probability distribution relative to F. In 
this case W{x|¥} can be defined for each о as the integral 
of » with respect to the measure p(-,qw). Unfortunately it is 
not true that there is always such a conditional probability 
distribution. Although there is such a conditional probability 
distribution if the Gnedenko-Kolmogorov hypothesis that the 
basic probability triple is perfect is satisfied, we have not 
adopted this hypothesis. The following remarks show how the 
convenience of a conditional probability distribution can be 
obtained even in the general case. Suppose that 2,,..., En 
are n random variables such that the range of the point 
[2,(®),...,&n(w)] in n dimensional space as о varies is an n di- 
mensional Borel set, and define G, =B (21,..., 1n). Then it can 
be shown that there is a conditional distribution of sets Л є G,, 
so that the conditional expectation of any Baire function 
of these 2/5, for example, is its integral with respect to the 
corresponding conditional distribution. Since one can go to 
the function space representation of any collection of random 
variables, and since conditional distributions are available in 
this representation, because, for example, the ranges of the 
random variables are Borel sets (the whole number space), 
it follows that the desired results can be proved using con- 
ditional distributions. As an example we take a somewhat 
trivial case. It is well known that 


E*(z| F} < EIF) 
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with probability 1. (Since neither side is uniquely defined, 
the qualifying phrase “with probability 1” is always necessary 
in relations of this type.) The inequality can be proved directly 
from the definition of conditicnal expectation, but it is in- 
structive to give a proof with more general implications. We 
first remark that if y and г are defined by 


y=E{xl#}, 2= E{e|F}, 


we have, since every set defined by conditions on y and 2 
differs by at most a set of probability 0 from an § set, 


E(v|y,z) = E{E {æF |0,2) 


with probability 1, and on the other hand the right side of 
this equation is simply 


E {y ly,2} = 4, 

with probability 1. In other words 

E{aly,2} = B{a|F} 
with probability 1, and similarly 

E{a?|y,2} = B{a*| F} 
with probability 1. Hence the inequality to be proved reduces to 

Е? aly,2} < Е (а? у, 2} 
(with probability 1). Now the triple of variables x, у, 2 can be 
represented by a triple of function space type, that is by 
a distribution of three dimensional Borel sets, in which case 
there is a conditional probability distribution. However in 
this case the corresponding inequality is simply an application 
of Schwarz’s inequality, for each w’. Since the inequality is 
true in the representation, it is true for the original random 
variables, with probability 1. The introduetion of the random 
variables y,2 is somewhat artificial here. A more direct 
approach would be to introduce a family of random variables 
{yate T), where it is supposed that each y, is measurable 
with respect to F and that = (у є Т). For example 
the угз could be taken as the characteristic functions of the 
sets of ¥. The inequality to be proved is then obviously 


E{ælyute Т} ЗЕ {уе Tj 
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(with probability 1), and the proof is given by going to the 
representation of the family consisting of z together with 
all the y/s. The only advantage of the first proof is that it 
only involves three random variables, whereas Т will in general 
be infinite. 

Let {х,1‹ T) be a stochastic process based on some pro- 
bability triple (O, G, Pr}. Then for many purposes one is 
only interested in the probabilities derived from the distributions 
of finite aggregates of xfs. Let {y,,t є T) be another stochastic 
process, defined on the same 2 space, and suppose that 


Prí(z(o) = y(o)) —1, te T. 


Then for the reason just given, the two processes can be con- 
sidered equivalent for many purposes, and setting up an 
equivalence relation we describe each process as a standard 
modification of the other. Note that the equation 


Pr{x{w)=y{ow), te T) —1 


is necessarily true for equivalent processes if and only if the 
parameter space Т is at most enumerable. 

Let {z,te T) be a stochastic process based on some pro- 
bability triple, and consider the © function sup ©. If T is 


tel 

non-denumerable, this 2 function is not necessarily measurable, 
that is the function is not necessarily a random variable, and 
the difficulties involved in questions of boundedness and 
continuity of sample functions of the process caused by this 
fact are well known. It is easily seen that there is a random 
variable z, uniquely determined neglecting values on sets. 
of probability 0, and satisfying the following conditions: 


(a) Рг{2(0) Zaæ{w)}=1, tel; 
(b) if y is a random variable satisfying (a), then 
Pr{y(w) > &(w)}=1. 
We write æ—ess sup 2. It can be shown that there is an at. 
most еее set {t,} such that 


Pr {ess sup 2, = sup 2, }==1. 
teT п 
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It would be natural to replace sup by esssup everywhere, 
to avoid the measurability difficulties just described. However 
it is more useful as well as intuitively clearer to avoid generalized 
boundedness, continuity, and so on, and to restrict one’s 
attention to stochastic processes for which such a substitution 
is unnecessary, because sup turns out to be measurable and equal 
with probability 1 to esssup in the cases of interest. This 
is no real restriction, because it can be shown that if the original 
process does not already have this property, an equivalent 
one does. To make clear the principle involved, the following 
discussion is put into a general setting which makes it obvious 
how to generalize the treatment to abstract valued random 
variables. Les © be a class of Т sets, and let A be a class of 
linear Borel sets with the property that for each Sec and 
each A «A, there corresponds a finite or enumerable subset 
(4) of S such that the Q set 


{21 (6) À, {=й } 
{which is necessarily measurable) and the 2 set 
{2(0) є A, t eS) 


(which is necessarily Pr measurable only if S is at most enume- 
rable) differ by at most a set of Pr measure 0. In this case 
the stochastic process {2,7 є T) will be said to be separable 
relative to ©, A. (If the random variables are abstract valued 
the A sets would of course be sets used in the definition 
of measurability of the random variables.) It can be shown 
that in the numerical case we are considering in this paper, 
if T is a linear set, if d is the class of intersections of open 
intervals with T, and if A is the class of closed linear sets, 
then to a stochastic process corresponds a standard modifi- 
cation Tue te T) which is separable relative to с, A. For this 
separable process, .ess sup у, for t in the intersection of 7 with 
any interval coincides with sup y, for t in this same domain, 
neglecting values on sets of Pr measure 0. It is easily shown 
that the classes of bounded sample functions, continuous 
sample functions, and so on, have probabilities, that is corres- 
pond to Pr measurable 2 sets. (In this development it is ne- 
cessary to allow the y?s to take on infinite values.) 
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Finally, if {æ,t є T} is a stochastic process, and if Т is a linear 
Lebesgue measurable set, it is sometimes necessary to discuss 
the Lebesgue measurability and integrability of sample functions, 
for example in the law of large numbers with Т a half-line. 
The function value del defines a function of Бо. Define 
$, о measure as the direct product of Lebesgue t measure and 
the given о measure. Then the process is called (Lebesgue) 
measurable if the above $, w function is $, o measurable. Under 
very general conditions there is a measurable stochastic process 
which is a standard modification of a given process. The con- 
dition that such a process exist is a condition on the distribu- 
tions of finite aggregates of the za Moreover there is 
а measurable and separable (relative to the classes с, A descri- 
bed above) standard modification of a stochastic process whe- 
never there is а measurable one. If a process is measurable 
almost all its sample functions (that is the sample functions 
corresponding to almost ail о) are Lebesgue measurable, and 
simple conditions can be given sufficient for their integrability. 
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UNE PROPRIETE DES SUITES DE POLYNOMES 
HOMOGENES DE DEUX VARIABLES COMPLEXES 
BORNEES SUR UNE COURBE 


Par С. LoSTER (Kraków) 


Soit {PA(x,y)} une suite de polynómes homogènes de la 
forme 


(1) Pit, y) = An, 0X" + @д—1,1 qgn—ly-... + Aon J^, 


où les coefficients ау et les variables æ et у sont complexes. 
D’autre part, soit C une courbe donnée par les équations 


(2) o=a(t), y=y(t), 0<1<1, 


ou x(t) еб y(t) sont des fonctions complexes, continues dans 
Vintervalle [0,1]. F. Leja a introduit une fonction d’ensemble 
définie pour les ensembles fermés et bornés de points de l'espace 
de deux variables complexes, dite écart de telles ensembles !). 
Nous supposerons que l'écart de tout are partiel de la courbe (2) 
est positif. Dans ces hypothéses nous allons démontrer le 


Théoréme. Lorsque la suite (1) est bornee en tout point de 
la courbe (2), à tout є 0 et tout point py « C dont les coordon- 
nées Lo, Yo ne s’annullent pas à la fois on peut faire correspondre 
un voisinage V —V(e,pg) du point p, dans lequel 


(3) lim sup Hl P,(x,y)\ < 1 4 e. 
n->ca 


1) Е. Leja, Sur Vexistence du domaine de convergence des series de 
polynômes homogènes, Bullet. de l'Acad. Polon., serie A, 1933, p. 453-461. 
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L’enoncé de ce théoréme est dt à M. F. Leja qui a démontré 
un théoréme analogue pour les suites de polynómes à une 
variable complexe ?). 


Nous aurons à nous appuyer sur deux lemmes suivants 
dont la démonstration se trouve dans le travail cité 2): 


Lemme 1. Etant donnée une fonction positive M, de т dé- 
finie presque partout dans l'intervalle [0,4], où 4>0, il existe, 
pour tout и> 0, un ensemble E des points т de [0,4] et un nombre 
M >0 tel qu'on a 


19 M,<M pour tout т appartenant à Е, 
a т) >40— <, où Е = Е + les points limites de Е. 


Lemme 2. Etant donne un ensemble Е des points de Vinter- 
valle [0,4] remplissant la condition m( E) > d on peut trouver, 


pour tout nombre naturel n, un systeme de п +1 points to, Try Tase ,Tn 
appartenant à Е et ity Peng les conditions swivantes 


OMT пт comu, 
ida ША 


"T ————(d—u) pour j>k=0,1,2,...,N. 


т, — 2 
Demonstration du théoréme. Soit р, un point de С 
des coordonnées 2,у, qui ne s'annulent pas à la fois, = un 
nombre positif fixé arbitrairement et &’>0 un nombre tel 
que (1-- =’)? <1-+ =. D'autre part, Soit & un nombre satisfaisant 
à l'inégalité 


) 


. =. m 
(4) 0<& < MIN Im | ; 


— 


EN 


b E dp 
oü — max | 
La sphère К de centre py «e C et de rayon e, ne contient pas 
le point (0,0), car si p(æ,y) є et, par exemple |»,|>]|y,| on a 


[zol [20| 


0. 
m 


lo] —12 || < [12—25 | < & et [4| > |] — 60 > [| — 


2) Е. Leja, Sur les suites de polynömes bornées presque partout sur la 
frontiére d’un domaine, Math. Ann. 108 (1933), р. 517-524. 
14* 
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Désignons раг С, l'are partiel de la courbe О contenue dans 
la sphère К et passant par p,. L'écart de C, est, par hypothèse, 
positif. Done il existe sur €, un point р, = p(v,,y,) tel que 


[£o Уз — Yot] = 120. 
Soit | 
Bo = 2001), WHY), zı = (Т), Y=U(T); 


on peut supposer que & < T. 
Désignons par C, Раге partiel de C, aux extrémités p, et p: 
on a donc 
Ci {x =t), y=y(t), WSIS<T). 


Le segment рор, est situé à l'intérieur de la sphère К. La re- 
présentation parametrique de ce segment 
SS ee u Oe, TECH 


7 


peut étre choisie de fagon que les coefficients a et b satis- 
faissent à l'égalité 


(8) Volet c ale 
Un calcul simple montre que (5) implique 
|a b — y, «| =i. 
Considérons la fonction 


(6) all ba(t)—ay(t) | 


Elle est non-négative et continue au sens large dans [tə T], 
c’est-à-dire elle peut atteindre la valeur {со d'une façon 
continue. En effet, le numerateur et le denominateur dans 
la formule (6) sont des fonctions continues ne s’annulant pas 
à la fois pour te[t,,7], car si l'on avait 


Yyo(t')— syt) =0 et ba(t')—ay(t’)=0 
où t'eft,,1'|, alors, en vertu de l'inégalité 


(TE |y (t 0, 
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on aurait 
|206 — yya|=0 


contrairement а (5). Nous avons en outre 
Ое T 


d'ou il suit que l'ensemble de valeurs de la fonction (6) con- 
tient l'intervalle [0,2]. Par conséquent, à toute valeur т є [0,1] 
correspond une valeur (pas nécessairement unique) (e Die T] 
satisfaisant à la formule (6). Faisons correspondre à tout 
nombre т e[0,7] un nombre unique (e ia, T] tel que 


е, ро (0) — soy (t) | 
xD. "| ау) | 


Се nombre ¢ sera designe par &. Definissons ensuite dans Рт- 
tervalle [0,7] la fonction 


(7) F(x) = sup | P,(«(tz), mell 


En vertu de nos hypotheses, la fonction (7) est non-néga- 
tive et finie dans [0,7]. Selon le lemme 1, pour chaque nombre 
и, Où O<u<l, il existe un ensemble EZC[0,1], où 0 E, et un 
nombre M > 0, tels que 


F(t)<M pour tout re FE, 
m(Eyi1— E 
4 
L'ensemble E et le nombre М > 0 étant choisis pour и donné, 


on peut déterminer, d’après le lemme 2, pour chaque » naturel, 
n+1 nombres 0= 7,,7,,...,7, Contenus dans E et tels que 


О=т<7<...< Tn, 


M Bn, j? A | z 
Tj—TRS> PT Car рол a Вей! 


Nous allons déterminer, à laide des nombres (8), un système: 
de n+1 points de la sphère К. Posons à cet effet 


y= Oto, = y(te,), (et Eee 
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D’apres (6) on а 


у= 


Yo Li — Lo У : 
tm )=0,1,2,..., 


donc 
Vo 9j — Lo Y = Dr v; (bv, —вУ)), 


ой |—#,|=1, j=0,1,2,...,n, et, par suite, 
(9) (Yot 5 0,v;) &j — (Vot абутууу=0. 


Soit qos du... Qn un systeme de »--1 points aux coordon- 
nées 


(10) E,= %o + aU gt |, у= Yo + 06; ty, у= УЕЗ, 


Les points 4, 1,..., qn sont situés à l'intérieur de la sphère К, 
car leurs distances au centre p, satisfont à l'inégalité 


VER + [nn = a Pr; + [bP d = Iota < 
«UV[ap - [bP = [ps pil, j —0,1,2,...,m 


D'autre part, les distances triangulaires de ces points sont 
positives, car 


— k? 
(Ej па ту Fa | = | буту — Bur S| ту — val > аа 
pour j>k=0,1,2,...,n 
D’après les relations (9), les points (10) sont situés respecti- 
vement dans les plans analytiques 
Yj — 23у = 0, [231+ yjl >0, j20,1,2,...,n 


déterminés par les points p(zj,yj) є C1, j=0,1,2,... 
En employant la formule d'interpolation de Буаз pour 
le polynôme P,{(x, y) et le système de points (10), nous aurons 


| DR — Y Sp 
(11) Pa, y DE (£j, qp - I s 


— 
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Remarquons maintenant que les égalités (9) sont remplies 
par les points doa, Ou, Un, Par conséquent, on peut faire cor- 
respondre au point gr un nombre 4;4-0 tel que 


бу = ау, тр = Ау, 2—9,12,...,n. 
Nous affirmons que 
E [cal 2.090,15, И 


En effet, en vertu de (4), lorsque |x,|>]y,| on a 


&,—@ 2E 
TIPP ET = [En i] < | Ee 
Ил ШЕЛ z | [ев 
c 22% < #6 
„|! m 
D d x 
car Led >| sa| —€0 et a Il en resulte, que 


р 
|PalE nn =| Pal Ay aj, Ау" | Pal ay, vp] < (1- е)" М. 
D'autre part, comme &,=%, Muss fa ON а 


nk —YÈr < Now) (У— о Fal - | £o na— motel _ 
EINEN Sk [уа ny Erl 

= et у= dn ade 

Ate 24 ә Je Bolle dui Л Ле k 

[буть — 78] Cie 


où о = (|22117 — y) et N= max [la(t)|+[y(t)(]. 
jl 
L'inégalité 
wre 


— (1—1), 0108. Rn, 


entraine l’inegalite 


M k? | 
TRS u+ a ken), k —0,1,2,4.., fb: 


et puisque 


k—1 


n n 
|j? — | 1 k2 
il n? nd ne? 
k=0 
kj 
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on en deduit la limitation 


k? k2 
(EE ЧИП НЕЕ теше н аа 
Zu Убь ч 
ue ee Е a Vin ZR i 45 
[TE] <2 Jf — JF жаб, 
k=0 k=1 — (—м) m = 
Lea n ^ 
ou Kt + u | 
l—u 
done 
k> 
n q? -4 n2 
Р Pat, y)]<(1+ 2)" -2M(n ff —=— 
ENT 
n? 


Lu suite de la démonstration est analogue à celle donnée 
dans le travail cité plus haut?). Désignons par J„(a) l'expres- 
sion suivante 


е) 16 


Sin tend vers l'infini, la suite J,(a), n=1,2,..., tend vers la 
limite suivante 


J in a du 
(13) Ta) >I (а) =e" 
Mais, comme d’apres (12), 
(14) Ива, < A + =) И2(я-Е Sala) 
et comme 
1 
2 14-а 
o< fm ЕЕ Sen PE oe 
y? as 
0 

on a 
15 li ты Bano 
(15) Int Eu VER, y y) = (Е = ) pa 


et cette inegalité a lieu uniformément dans le voisinage du 
point po- 


3) Cf. la remarque 2. 
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Notre théoréme est une conséquence immediate de cette 
derniere inégalité. En effet, lorsque o + ~—>-0 le nombre a tend 
vers zero et l’expression 


| (14a пыш] 


а“ 


tend vers l’unite, donc, dans un voisinage suffisament petit 
du point py), on a 


lim sup Р Pate, y)| < (12-86)? <1- e. 


Remarque 1. Il est probable que ce théorème peut être 
généralisé en remplacant dans son énoncé la courbe C par 
un continu satisfaisant à la méme condition que la courbe C. 

Remarque 2. Cette dernière condition est essentielle. En 
effet, soit C un segment ne contenant pas le point (0,0) et situé 
dans le plan analytique а by=0, |a|+|b|> 0. Soit {p(an,yn)} 
une suite de points sur C. Posons 


РА = ТАШ — Ytp). 


On voit que Р„(ж,у)=0 sur C. D'autre part, si p, y) est un 
point remplissant la d^ 

ax + by +0, 
alors 


lim sup ИР, (г, y)|=lim sup пд(5, у) = 4- co, 
an n n 


Ô(æ, y) mu — y£| > 0. 


On en conclut que la propriété (3) n'est remplie dans aucun 
voisinage d'un point quelconque de €. 


TAUBERIAN SERIES AND THEIR ABEL 
POWER SERIES TRANSFORMS 


Ву К. Р. AaNEW (Ithaca, U.S. A.) 


1. Introduction. Starting with efforts to obtain relations 
between the set of limit points of the sequence s, of partial 
sums of a series Lu, satisfying the Tauberian condition 
lim sup |nu,|<oo and the set of limit points of the Abel power 
series transform 


(1.1) a(t) = Ўй, 


several investigations culminate іп the following two theorems. 


Theorem 1.2. |Let g>0. Then the relation 
| оо [4/01—9)] 
(1.21) lim sup | Уи, —– >X иь |= A(q) lim sup lau, 
t—1— k=0 k=0 n—> оо 


holds for each series Xun of real or complex terms for which 
lim sup |nu„n|<oo when А(4) is the constant defined by 


(1.22) A(qg)=y-+log q+ 2 | ate-*da. 
а 


Moreover A(q) 18 the best constant in the following sense. There 
is a real series Zun such that 0<limsup |nu„|<oo and the 
members of (1.21) are equal. 


Theorem 1.3. Let q>0. Then the relation 


(1.31) lim sup 


q\* vx 
26-4 ик— D | SA(Q) шр LM 
k=0 k=0 


TAUBERIAN SERIES 219 


holds for each series Xu, of real or complex terms for which 
lim sup |nu„n|<oo when A(q) is the constant defined by (1.22). 
Moreover A(q) is the best constant in the sense specified in Theo- 
rem 1.2. 

Here and hereafter, у is Euler’s constant, the logarithms 
have base e, and [#] denotes the greatest integer less than 
or equal to x. It is known that the theorem, obtained by 
replacing (1.21) by 

—1 
(1.4) ED Supi Sous E ole = A(q) и 1 Sup [NUn] 


in Theorem 1.2, is true. It is likewise known that the theorem, 
obtained by replacing (1.31) by 


(1.5) lim sup | У е чт) u, — У Yu. | S A(q) lim sup un, 
n —oa h—0 KZO ee 


in Theorem 1.3, is true. For proofs of these facts and references 
to earlier work on the subject, see Agnew [1] and references 
given there. Theorems of this type have been generalized to 
cover a class of transformations, including that of Abel, by 
Delange [3]. For the case of the Abel transformation, 
Delange’s Théoréme 4 reduces to the formulation in Theorem 1.2, 
except that (1.21) is replaced by (1.4) and A(g) takes the form 


q oa 
| 2 1—e-* Cru m 
(1.6) a= f y dot f z-da 
0 q 


which ean be shown to be in agreement with (1.22) with the 
aid of the useful formula 


(1.7) ju Se [Zi ша 
0 


One object of this note is to show that the unpleasant 
quantities [q/log {—1] and e-4/^ in (1.4) and (1.5) can be replaced 
respectively by thé simpler quantities [g/(1—1)] and 1—q/t in 
(1.21) and (1.31) and thus to prove Theorems 1.2 and 1.3. 
These theorems are then generalized and supplemented by 
theorems and remarks. Some unsolved problems are noted. 
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2. Proof of Theorem 1.2. One can take the view that 
Theorem 1.2 gives a partial answer to the following question. 
A series Yu, for which lim sup |nu„|<oo being given and 


the parameter $, being fixed between 0 and 1 so that o(t)— Ўш Ur 
is determined, how shall we choose n to make the 8] 
sum Xu, a good approximation to o(t), and how good is the 
тта чн We now show that the answer [g/log 1—1] 


given in (1.4) can be replaced by q/(1—1) as in (1.21). Let 


(2.1) Wees Bun 
Putting h—1-—1 gives 


1 1 
lim F(t)= lim Ё ESI 
"s U h>0 T log (1 Ai? 


И) 
anni. log (1—h) ca 


4 =? 
pom loon a Ca 


It follows that for values of t near 1 


q 
ll s sd: Te 


When Zu, satisfies the Tauberian condition lim sup |nu,|<co, 
we have lim и, = 0 and hence 


(2.3) 


_ [iQ [g/log 171] 
(2.4) lim | SN Wk — У us) 0. 
t>1— \ А=1 k=1 


It follows that Theorem 1.2 is implied by the similar theorem 
containing (1.4) in place of (1.21). 


3. Proof of Theorem 1.3. One can take the view that Theo- 
rem 1.3 gives a partial answer to the following question. 
A series Xu, for which limsup|nu,|<oo being given and 


n 
a positive integer n being fixed so that s,— d'u, is determined, 
h—0 


how shall we choose t to make the Abel transform oft) = Уч» 
k—9 
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a good approximation to s„, and how good is the approximation? 
We now show that the answer e~a” given in (1.5) can be 
replaced by 1—q/n as in (1.31). Let La, be a series for which 
lim sup |au„n|<oo and choose С such that [ъи |= C for each n. 


Let o(t)= X ttur. Then 


k=0 
со 
(5.1) a't) = Jtt- kuk, 
k=l 
(3.2) layt o= C/(1 — t). 


k=1 


Let 6, be the bounded sequence of positive numbers de- 
fined by the equations 
E d. 0а 
' ,—q|n — I => ger 
а e л = 


Then lim 0,— q*/2. Let 
() 
(3.4) р =в(1—7+ 21 (1—7). 


Ву the mean value theorem, there is a number & between 
l—q[n and 1—q/n-+ 0,/n? such that 5,—(0,'n?)o'(5). Hence 


In Bal S (On/n)C/(1—§) 


(3.5) | 
= 0„‹ dt E On п) 
and lim sup |*В„ = 90/2. Thus lim В, = 0, that is 
{3.6) lim ea lu 
п > оо п 


It follows that Theorem (1.3) is implied by the similar theorem 
containing (1.5) in place of (1.31). 

Before passing to generalizations of Theorems 1.2 and 1.3, 
we remark that, since q/(1—t) takes all integer values from 
4 upwards as ¢ increases from 0 to 1, (1.21) implies (1.31). 
For if 


> Kei 
lim sup | 2 y Du, — У ul = Н 
#1 — —0 к=0 
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and we set t,=1—q/n so that q/(1—t,)— n, then 


lim sup | > Dy: ЕТ 


but of course lim sup |F(t,)|=H implies only lim sup |F(t)| =H 
n>oo 11 


unless further information about F(t) is available. The connection 
between the generalizations of Theorems 1.2 and 1.3 is less 
close because the functions n(t) which we shall introduce need 
not be increasing functions taking all sufficiently great integer 
values. 


4. Generalization of Theorem 1.2, We now prove the fol- 
lowing theorem which reduces to Theorem 1.2 when n(t) is 
taken to be the function [q/(1— 


Theorem 4.1. Let n(t) be a function, defined for 0<t<1 
and taking non-negative integer values, such that 
(4.11) 0 «q,— lim inf (1—1) п(#)= і sup (1 —t) n(t) = 09, < оо. 
#1 t1 


Then the relation 


(4.12) dune | Stu Уш| SB lim 1 sup DIM 


holds for each series Xun of real or complex terms for which 
lim sup [nus | «oo when B is the maximum of the two positive 
numbers A(q,) and A(g,). Moreover В is the best constant in the 
sense of Theorem 1.2. 
Let 
n(t) 


(4.3) = Уи, — Sun, 


and let &„=nu, and lim sup |а„|<оо. Then 


n(t) со со 
ча, ада ~ {È ' 
(421) y) A ——— У zm D altar, 
k—1 ý Kent) k=l 
where 
(1 ГЕЙ [^ (Iz kzn(t)), 
jr S 
я RANA IU (k > ni(t)). 
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Writing n for n(t) at some times to simplify formulae, we 
obtain 


= ` 1 —1* t* 
2!м®!= 27 + 27% 
k=1 k=l k=n+1 
n 1 ca t 
(4.23) = X в-а У faa 
k=l £ k=n-+1 0 


Transforming the e iiy by the substitution UA gives 


n log £— —1 


(1) Ш==б (ШИ, 
2 = J. a ler 


(4.24) 


Since 
(4.25) m(t)(1—t)—n(t)log t-! = n(t) (1—t) {1—(1—t)— log tt}, 


and the last factor in braces converges to 0 аз t—1, it follows 
from (4.11), that 


(4.26) lim {n(t) (1—t)—n{t) log t) = 0, 
t f 


(4.27) q,zliminf n(t) log tiS Шт sup n(t) log tIS qə. 
t1 n oco 


For each «>0, the quantity (a#/n)/(e"—1) lies between 0 
and 1 and converges to 1 as п — co and hence аз t->1. Therefore, 
even though the limits of integration in (4.24) are functions 
of $, (4.27) enables us to employ a modification of the Le- 
besgue criterion of dominated convergence for taking limits 
under integral signs to obtain 


(4.3) Zw = 


п log t_ " 


nlogt^ xi. 
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where ¢,(t)—>0 as t—>1. Using (4.26) and (4.11), we find from 
(4.3), that 


(1—1) (t) со 


(4.31) Хак) e(t)+ —— da o+ — du. 
B 0 (1—9 n(t) 

Thus, 

(4.32) БП | = e(t) + A((1—t)n(t)), 


where A(g) is the function in (1.6) and (1.22). We interrupt 
the argument to remark that we could have written (4.23) 
in the form 


NT у t. "v p Да 
(4.4) "n. (В) |= = 2E T 2 E 
k=1 k=! k=1 k=n +1 
Using the fact that 
E 1 1 
(4.5) ТЕН. т; = уо 1061 


then gives 


| OT 
(4.5) У 101 уо 006-108 (1-1 +2 УТ. 

k—1 k—n-4-1 
Transforming the last sum into an integral exactly as we did, 
beginning with (4.23), leads directly to (4.32) with A(g) given 
by the expression in (1.22). Combining the two procedures 
gives an indirect proof of the formula (1.7) for Euler's constant. 

The derivative A'(q)-4-!e-9(64—2) shows that A(g) is 
decreasing when q<log2 and increasing when g>log 2. This 
implies that (ost Ss (a, апа B is the maximum of A(q,) and 
4 (492) as in the statement of Theorem 4.1, then A(x)=B. 
This fact, (4.11), and (4.32) imply that 


(4.6) lim sup = oR EN == В. 
1-1 k 
Moreover 
(4.61) lim a,(t)= 0 (udo GN. 


t1 


Because of (4.2) and (4.21), Theorem 4.1 now follows from 
the following lemma which was proved by Agnew [2]: 


TAUBERIAN SERIES 225 


Lemma 4.7. If a,(t), as(t),... is a sequence of real от complex 
functions, defined over 0<t<1, such that 


(4.71) lim sup У |«4(t)| = M, 
t1 k=l 
(4.72) lim ag(t)— 0 KEI) 
t>1 


then each bounded real or complex sequence x, has a transform 


(4.73) У = 2 ax(t)æs 

such that 

(4.74) lim sup |y(t)| = M lim зар Lal 
el n oo 


Moreover there is a sequence £n, which is real if the functions a,(t) 
are real, such that 0<lim sup |z4| «oo and thé members of (4.74) 
are equal. 


5. А supplement to Theorems 1.2 and 4.1. The function A(q) 
in (1.22) and (1.6) becomes infinite as g—0 and as доо. 
Hence, Theorems 1.2 and 4.1 would lead one to expect the 
following theorem to be true, except that one might perhaps 
expect only the weaker condition lim sup |nu„|<oo. 


Theorem 5.1. Let n(t) be a function defined for 0<t<1 
and taking non-negative integer values, such that one or both of 


(5.11) lim inf (1 —t)n(t)=0, 
t>1 

(5.12) lim sup (1— t)n(t)— oo 
t1 


holds. Then there is a real series Xun such that lim sup |nun| = 0 
and 


oa n(t) 
(5.13) lim sup | X t*u,— Уи | =оо. 
(—1^ k=0 k—0 


Suppose first that (5.12) holds and choose a sequence 
tista... such that 0<t,<1, t,—1, and 


(5.21) lim (1—t,) n(tp) = оо. 


р» оо 
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We proceed precisely as in the proof of Theorem 4.1 until 
(4.24) is reached, and then obtain 
co n log e 1 

Bloc x ~ Бы In 
(5.22) p laatt)| > J -pe e] da. 

k=1 0 
Since (5.21) implies that lim »(tp)logig!--co, we conclude 
that, if H is a positive constant, then 


oo 


(5.23) У D>, adi 


for each кс great p. AS p—-oo, n=n(l,)—>oo and we 
obtain 


оо Н 
(2.23) lim int № |aa(tp) |= Kies 
SC UT A 


Since the right side of (5.23) becomes infinite with H, it fol- 
lows that 
(5.24) lim sup DICHT NES 
t>1 Е 

In case (5.12) does not hold but (5.11) does, we can modify 
the argument, keeping the second instead of the first integral 
of (4.24) in the right member of (5.22), to obtain (5.24). 

Theorem 5.1 is now implied by the following lemma which 
is well known in the theory of linear transformations. 


Lemma 5.3. If alt), @o(t),... is а sequence of real or complex 
functions, defined over 0 <1< 1, such that 


(5.31) Y lat) 00 Ey 
k=Í 
(0.99 lim sup Diele 
t>] =l 
(5.33) lim a,(t)= 9 (ies) eee 
(be | 


then there is a sequence &n, which 18 real if the functions ax't} 
are real, such that im z,—0 and 


(5.34) lim sup | Saal (al oo 


11 
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6. Generalization of Theorem 1.3. The following theorem 
reduces to Theorem 1.3 when the sequence t, is taken to be 
tr=l— qin. 


Theorem 6.1. Let t, be a sequence of numbers such that 
)<t„<1l and 


(6.11) 0< а, = Ша inf (1—t,)n Slim sup (1—t,)n=4q, <co. 


пэ оО 11 > од 


Then the relation 
у А eo k п 3 
(6.12) lim sup | Y tau, — У u| = B lim sup [nu | 
n oco k—0 k—0 n >00 


holds for each series Xu, of real or complex terms for which. 
lim sup Inun| coo when В is the maximum of the two positive 
numbers A(q,) and A(q.). Moreover В is the best constant in the 
sense of Theorem 1.2. 


It 1s possible to prove Theorem 6.1 by the procedure used 
to prove Theorem 4.1; only details in the formulae are changed. 
Instead of starting with (4.2), we now start with 


OQ k n ca 
в | wi ч " 
(6.2) Yn= A ipu, — Уи, = У Ga (ln) 2 


and obtain 
(6.3) lim sup X |a,(tn)|= В. 
n—>œo k=i 
The conclusion then follows from a modification of Lemma 4.7 


in which the alt) are defined for t= 1,,{,,із,... instead of 
ЕЕ. 


7. A supplement to Theorems 1.3 and 6.1. The following 
theorem supplements Theorems 1.3 and 6.1 as Theorem 5.1 
supplements Theorems 1.2 and 4.1. 


Theorem 7.1. Let t, be a sequence such that 0 <t,<1 and 
one or both of 


(7.11) lim inf (l—t,)n=0, 
(TE lim sup (1 —t,)n=oo 
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holds. Then there is a real series Xu, such that lim sup |nu,|=0 
and 
(7.13) lim sup | Уши — Уи = оо. 

k=0 k=0 


noo 


The proof of Theorem 7.1 is a modification of the proof 
of Theorem 5.1 just as the proof of Theorem 6.1 is a modifi- 
cation of the proof of Theorem 4.1. We omit details. 


8. Remarks on Abel transforms. To save repeated state- 
ments, we understand that Хи, always represents a series 
for which 


(8.1) lim sup |nu,| = Г, 


L being a fixed positive number. As we have already remarked, 
the funetion A(q) appearing in our theorems has the derivative 
4'(9) = 9—1е—%е%— 2). Therefore A(q) has a unique absolute 
minimum when g=q)= log 2. This minimum of A(g) is known, 
see Agnew [1], p. 28, to be 


(8.2) A,=4A(q,)=A(log 2) = .9680448. 


It is possible to choose a sequence t,, independent of the 
series Xun such that) 


(8.3) lim sup | Уши — Уч |= А.Г. 
n>o k—0 k=0 
Theorem 1.3 shows that the sequence t,—=1—(log 2)/n will 


serve, and Theorem 6.1 shows that any sequence for which 
lim (1—t,)n=log 2 will serve since in this case we have, in 
Theorem 6.1, 1, =@%=log2 and B-q(log 2). Theorems 6.1 
and 7.1 imply that A, is the least constant with the following 
property. It is possible to choose a sequence tn, independent 
of the series Xun, Such that (8.3) holds. This of course does 
not preclude the possibility that for some constant A,<A, 
one may be able to choose a sequence і, depending upon Xu, 
such that 


(8.4) lim sup | Уши, — ue |< А, Г. 
noo k=0 k=0 


There are of course many series Хи» for which such a possibi- 
lity can be realized, but there are others for which it cannot be. 
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In fact, it was shown by Agnew [1] that if A,<A,, then 
there is а real series Уи, with bounded partial sums and with 
lim sup |nu,|= L—1 such that 


n co \ 
lim sup | У иь Уи |2 AL (0<1< 1). 
k=0 j 


— 
n> oo 


k=0 


For this series we have 


lim sup | Y th d NES ик (= AD 
п > оо k=0 k=0 

for every sequence £, such that 0<t,<1. It follows that A, is 

the least constant with the following property. It is possible 

to determine a sequence ta, which may depend upon the 

series Zu„, such that 8.3 holds. 


9. Unsolved problems. Let Хи, continue to stand for 
a series Zw, for which lim sup |nun| =L. It is possible to choose 
a function vil independent of Xu, such that 

oo [n(t)] 

(9.1) lim sup | Xt, — У чл | = Aol. 

LI k=') k=0 
Theorem 1.2 shows that the function n(t)= (log 2)/(1—1) will 
serve, and Theorem 4.1 shows that any function for which 
lim (1—t)n(t)=log2 will serve. Theorems 4.1 and 5.1 imply 
that A, is the least constant with the following property. 
It is possible to choose a sequence tn, independent of Хил, 
such that 9.1 holds. 

Here, the analogy with the preceding section ends. It is 
not known whether there is a constant B less than A, with 
the following property. It is possible to determine a function n(t), 
which may depend upon the series Zus, such that 

со [п(1] 

lim sup | A t*wu,— » нь = BL. 

t1 k—0 h—0 
Calculations of Hadwiger [4], and very similar calculations 
of Agnew [1] involving series Уи, for which 5, == ef? log n, 
show that B fails to have the property if B is a certain constant 
with approximate value .4858. It is easy to show that if our 
attention were confined to real series, then the assertion in- 
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volving В would hold with В=0. It is not known whether 
confining attention to series with bounded partial sums would 
influence the results. 


Cornell University, 
Ithaca, New York, USA. 
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SUR LES DEFORMATIONS DE L’ESPACE BASE SUR 
LE GROUPE «—hw-+a, y=hkuwth"y-+-b 
Par W. SLEBODZINSKI (Wroclaw) 
1. Designuns par @, le groupe de transformations linéaires 
a quatre parametres a,b,h,k 
E—hz-d-a, gy=kath"y+d, 


et par Е, l’espace affine à deux dimensions dont la géométrie 
est déterminée par G,. Les équations de définition du groupe G, 
peuvent s'éerire 


(1) o — o, w=", w'=w, w= of, 
ou l'on a posé 
ax ат dy , du ; vdu , dv 


EN SC? G) 
(1) at=—, w= 
и 


(oam C ym! ym) ym aum? 
les lettres affectées d'une barre désignant ce que deviennent 
respectivement les formes c^, si l'on y remplace les variables 
L,Y, u,v par £, y, 4, 5. Des équations (1^), on déduit les équa- 
tions de structure du groupe G, 

(2) do + [o?0* ]— 0, до? [в] + тоо?) 0. 

On appelle déformation de l'espace E, une transformation 
ponctuelle 7 telle que deux morceaux infiniment petits, qui 
se correspondent par T, puissent se déduire l'un de l'autre, 
aux infiniment petits d'ordre deux prés, par une transformation 


du groupe @,!). Les déformations de l’espace E, sont déter- 
minées par le systéme tronqué déduit des équations (1) 


w= аі, w= а. 


1) [2]. Voir l'index placé a la fin de la Note. 
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Il est facile de montrer, au moyen des relations (2), que 
ce systeme de Pfaff est en involution, et que sa solution ge- 
nérale est donnée par les formules 


(3) Z=P(%), Y=y(L)+ ф'"(2)У, 


ой ф(2) et y(x) sont deux fonctions arbitraires. On voit ainsi 
que les déformations de l’espace Е, constituent un groupe 
infini de transformations à deux variables dépendantes de 
deux fonctions arbitraires d'un argument. Nous l'appellerons 
groupe de deformations de l'espace E,, et nous le désignerons 
par Г. Les invariants, par rapport à Г, des objets géometriques 
de l'espace E, seront appelés leurs invariants de deformation. 


2. ll est clair qu'une ligne courbe d’admet pas d'invariants 
de déformation, toute courbe de l'équation y=f(x) pouvant 
étre déformée en une autre courbe arbitraire par une trans- 
formation du groupe (3). En général, il n'en est pas de méme 
d'une famille (F) de courbes, définie par l'équation 


dy 
da 


(4) = (CEA 


Pour trouver les invariants de la famille (F) supposons 
que l'équation 


(5) ay... GY) 


dx 


soit la transformée de l’équation (4) par la substitution (3). 
Si l’on y porte les expressions 

(6) d&—g'de, dg—(w' т" "g^ y)dz 4g" dy, 

déduites de (3), et que l'on tient compte de l'hypothése que 
les équations (4) et (5) soient équivalentes, on trouve 


(7) ашна ee Ж 


En calculant la différentielle df au moyen de cette formule, 
on aura 


j; du + f, dy —9 (f dz f, dy) +(m—1) pp" fda + 


(8) ,m—3 ,,2 ‚m—2 y, 
+m(m—2)p' `p" убх тр o ay + (©) do 
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Si l’on y remplace les différentielles d£ et 49 par leurs 
expressions (6), et que Von égale les coefficients de dy, on 
obtient 


(9) ПЕ 
où l'on a posé o— n La dérivation de cette égalité par rapport 


à y conduit à une suite illimitée de relations 


o 
ye 2m-+1 / 
в re 
Lo +4) 3m-+1 (4) 
і MR / yt? 


Il faut dans les raisonnements suivants, distinguer deux 
cas: m+1=40 et m+1=0. Nous nous bornons ici à considérer 
seulement le premier, le second pouvant être traité de la méme 
maniere. Nous pouvons done constater, en nous servant des 
relations (10), que l'expression 

1 


1 
отл T2 erum 
I, = Lafe"? : („mr 
est un invariant de deformation du troisième ordre de la famille (Е). 
Il est evident que les mémes relations permettent aussi de 
former une suite infinie d’invariants d’ordres 4,5,... 
On а supposé ici que ia dérivée Le n’est pas identiquement 


nulle. Si Von avait jp=0, l’équation (4) serait linéaire, 
Чу | 
— —Py4-Q; il est facile de ce convaincre, au moyen de la 


da , 

formule (7), que cette équation peut être transformée en la 

suivante = 0. On voit ainsi que l'équation linéaire n'a 
a 


pas d'invariants, ses courbes intégrales pouvant étre déformées 
en droites parallèles à l'axe æ. Nous excluons ce cas de nos 
considérations qui suivent. 

Reprenons maintenant l'équation (8). Si, aprés y avoir 
remplacé les différentielles dZ, dy par les expressions (6), l'on 
compare les coefficients de 4х de deux membres, il vient 


А ar E + mo" y M A =ç di ii + m — ] wm We 


A. и 1 у” 
+m(m—2)p" ‘pty +a (2) | 
p p 
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Cette relation, jointe aux formules (7) et (9), conduit à l'égalité 
j' T ‚m— , r ‚m— ‚u € ‚т г" 1 M 
Ff, Hf) mo" "f + m(m—2)g" gy + "id | 


En la dérivant deux fois par rapport à y, et en posant 


M=f.+ffy, 
on trouve 
92М äm ‚m—2 e М i md oe 
= дыз И p fy. 


DR T EME 


Remplagons, dans cette égalité, oi" par l'expression 
"n 127 "T, 
йф'' = Ф I —ф fy’ 


tirée de la relation (9); si l’on tient encore compte de la pre- 
miere des égalités (10), il viendra 


M",— 751", = omt М, ff |). 


En comparant cette équation à la ds des relations (10), 
on s’apercoit immédiatement que l'expression 

r _ Mp— fp 

Fen m--2 


(Дит 


est un second invariant de déformation du troisieme ordre 
de la famille (#). Les formules, données plus haut, montrent 
aussi que J, et; Г, sont les seules invariant du troisième ordre, 
et que la famille de courbes (F) n’a pas d'invariants d’ordres 
inférieurs & trois. 


3. Avec la famille (F), définie par l'équation (4), sont aussi 
liées, d'une maniere invariante, deux formes différentielles liné- 
aires. Il est facile de se convainere, au moyen des formules (6), 
(7), et de la premiere des relaticns (10), que ce sont les formes 


1 т 
(11) Ce А У. 


Considerons maintenant un invariant arbitraire J de la 
famille (F); si, dans la formule 


dI = Ida + I, dy, 
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l'on substitue aux différentielles dx, dy leurs expressions tirées 
des équations (11), on aura 


(12) dI —D,(I)t4- D,(1)v?, 
ou Роп a posé 
1 

Dj(I)—(fg) "(Ii fI, 
(13) 1( ) (и) 7 f y 
Do I) = (fp) "HI. 
Les deux formes т! et т? étant évidemment indépendantes, 
on eonelut de la relation (12), que les expressions (13) sont 
aussi invariantes vis-à-vis du groupe Г. Nous voyons ainsi 
que les deux opérations différentielles .D, et D, permettent 


de déduire, de chacun des invariants de déformation de la 
famille (F), une suite illimitée de nouveaux invariants. 


4. La méthode employée dans le numéro précédent permet 
de former tous les invariants d'un ordre donné. Nous allons 
considérer le cas général, où, parmi les invariants de la fa- 
mille (F), il y en à deux indépendants; nous les désignerons 
par J, et J,. D'aprés la formule (12), on aura 


(14) aS, =D (Луи LD? (1—1,2). 


Les invariants J,, J, étant par hypothèse indépendants, on 
peut poser 


(15) DiJ)= Фы(Ч +) (h,i—1,2). 
Les équations (14) peuvent donc s’écrire 
dJı = Фит! + Doit? 2) 


Ces relations permettent de résoudre le problème de l’équi- 
valence par rapport au groupe Г de deux familles de courbes 
de l’espace Z,. En effet, supposons que l’on se donne une 
seconde famille (F) de courbes, définie au moyen de l'équation 
И jE), et désignons par J,, 3. ceux de ses invariants 
qui correspondent aux invariants J,, J,. Pour que les famil- 
les (F) et (F) soient déformables l'une dans l'autre, il faut 
d'abord que les fonctions J,, J, soient indépendantes. Il ré- 


sulte aussi de ce qui précède qu’il doit être 
(16) Didi) = td, Ja) (h,i=1,2), 
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les fonctions Фы étant les mêmes que dans les formules (15). 
Nous allons montrer que ces conditions sont aussi suffisantes 
et que la transformation qui change la famille (F) en la fa- 
mille (F) est donnée par les relations 


(17) Ja, 9) — EEN mb» 


En effet, en différentiant les équations (17), en appliquant 
les formules (14) et les formules analogues pour les différen- 
Helleg dJa, on trouve, en vertu des formules (15) et (16), les 
relations 


Dulda, А T $.i(J,, AS SS Pil J alt) + QJ, alt, 


Si l'on tient compte des equations (17) et de l'hypothése que 
le déterminant |®,/J,,J,)| soit différent de zéro, les fonctions 
J,,J , étant indépendantes, il résulte de ces dernieres équations 


DR tet moa 


D’apres les formules (11) ces équations peuvent s'écrire 


1 1 
6) Фрая CP 


О) (dg — Јав) = (rt (dy — fda). 


1) 


Il résulte de la premiere d'entre-elles que la variable & doit 
S'exprimer au moyen de la seule variable 2 
(19) T=o(R), 
et que, par suite, on aura 

ni. d. 

(mig (we) = (7, 7. 
Si l'on tient compte de ces relations, là deuxiéme des équa- 
tions (18) deviendra 


dj — fp'dx = e" (dy — de), 
ОП 


em 


dy = (foi —fo'")da+o' dy. 


Оп en deduit les équations 


29 3 / ‚m 99 _ ‚m 
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La seconde d’entre-elles donne 


(20) y — (2) + EE 


si l'on substitue cette expression dans la premiére équation, 
il viendra 


1 ‚M— пп—2_,, y" 
{= {тр ris 


conformément à la relation (7). La transformation, composée 
des formules (19) et (20), appartenant au groupe J’, notre 
proposition est ainsi démontrée. 


Remarque 1. Le cas m+1=0 peut étre traité de la méme 
maniere que ж-- 1520; remarquons seulement que dans ce cas 
la famille (F) admet un invariant du second ordre. 


Remarque 2. Le probléme de l'équivalence des équations (4) 
et (5) dans le cas particulier m=0 a été résolu par К. Zo- 
rawski [3]. 


Remarque 3. Il serait facile de montrer que tout groupe 
infini de transformations à deux variables peut étre envisagé 
comme le groupe de déformations d'un espace affine spécial 
convenablement choisi; les équations de tous ces groupes ont 
été déterminées par E. Cartan [1]. 
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ON THE THEOREM OF GELFAND-MAZUR 
Ву М. Н. Ѕтохе (Chicago, Illinois) 


Let A be a topological linear algebra over the complex 
field Г. The theorem of Gelfand-Mazur!) states that, if A 
is a Banach space and a division algebra, then A is isomor- 
phic to Г. Arens?) has extended this result to the case where 
A is a convex linear space, not necessarily complete, and a di- 
vision algebra with continuous inversion. The proofs given by 
Gelfand and Arens are simple applicaticns of the theorem 
of Liouville for entire functions. In Arens’s version the proof 
runs as follows: if A contains some element a which is not 
a complex multiple of its unit e, then the complex function h 
defined by h(A)=g[(a—Ae)—'], where 1еГ and g is a linear 
functional such that g(a-!)4-0, is differentiable and hence 
entire; as A vanishes at infinity Liouville's theorem shows 
that h vanishes identically, contradicting the fact that h(0)= 
=g(a—!)+0; and thus A consists of the elements 4e, de Г, 
alone. Mazur’s proof, which appears to rest much more upon 
algebraic reasoning, is not available in full. 


Our purpose here is to offer a proof which, though in es- 
sence a variant of the Gelfand-Arens proof, avoids any 
direct appeal to complex function theory anc thus has a more 
algebraic character. Our discussion falls short of the generality 
attained by Arens, since we add to his requirements by as- 


1) See I. Gelfand, Mat. Sbornik 9 (1941), р. 3-24, and S. Mazur, 
С. В. Paris 207 (1938), р. 1025-1027. 

2) Зее 1. Arens, Bulletin of the American Mathematical Society 53 
(1947), p. 623-630. Arens gives a concise account of the principal elemen- 
tary applications of the result quoted, including those to the characterization 
of quaternions. 
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suming that A is complete. It would be of interest, perhaps, 
to modify our method so as to eliminate this additional as- 
sumption. 

If A contains an element a which is not a complex mul- 
tiple of the unit e, the function f which carries A e I’ into 
a(a—Ac)-!e A is continuous and vanishes at infinity, in the 
sense that hus f(A)=0. A funetion g of two real variables 


r and t, where 0 <т<- со and 0<1<1, is defined by putting 
0(7,1) = f(re?™ tt); this function is jointly continuous in its argu- 
ments and lim g(r,t)=0 uniformly in $ The algebraic part 


r {со 


of our proof ests upon the identity 
A die qs | wr / k 
Harpe) үүр) > = 
UJ d Met E ы f (ren) п ed afr, =), 


where the numbers од em6lm (k=0,1...,n—1) are the a 
roots of unity arranged in the order of increasing arguments. 
The analytic part consists essentially in the observation that 
because A is a complete convex linear space the identity (1), 
in which the last term is clearly а Riemann sum involving g 
as a function of t, implies the existence and continuity of the 
function h given by h(r)= lim a*(a*—1*)—!, rz 0. The standard 
п > oo 


methods for treating Riemann sums easily yield a direct de- 
monstraticn of this observation. While we shall omit the de- 


tails, it is suggestive to observe that h(r) is in fact the 
1 


Riemann integral J (т) and is expressible for r>0 as 
0 


1 
Sri % f(A)dA/A. We need to take note of the relations А(0) = € 
|4|-r 
and lim h(r)=0, the first of which is evident and the second 


г > +оо 
of which will be discussed briefly in order to illustrate the 
kind of argument required to carry through the analytic part 
of our proof. If U is any neighborhood of 0 in A, then there 
is a closed convex neighborhood V of 0 such that VCU. For 
all sufficiently large values of r we have g(r,)) eV, 0<1<1. 
Because V is convex, it contains the Riemann sum above, 
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and hence ar(a”—r")! e V. Since V was taken to be closed, 
passage to the limit yields h(r) eV, for all sufficiently large 
values of r; in other words, lim h(r)— 0. We now show that, 


г — {о 
if h(r,)+0, then h(r)=e for r<r,. From (1) and the assump- 
tion that inversion is continuous in A we see that bon 


= e—[a"(an—72)]-1 tends (as n becomes infinite) to the 
limit e—[h(r,)]~'. If r<r,, we therefore have lim rra-r— 


n oo 


= lim (r/r,)" lim rga7"— 0 and hence h(r)— lim (e—r"a—")“!=e. 


n> oo n oo n-—oo 
The properties whieh we have verified for À are clearly in- 
consistent: they show that the set where h(r)=0 is a closed 
interval ry <7r<-+oo with r,>0 and that h(r)—e on the com- 
plementary interval 0<7r<r,; but since h is continuous, the 
set where h(r) = e is closed. This contradiction shows that A con- 
sists of complex multiples of e alone, as we wished to prove. 

It is easy to derive from this result a treatment of the 
case where the topology of A is given by a norm such that 
узи but A is not assumed to be complete. The com- 
pletion of A is a Banach algebra A in which A is an every- 
where dense division subalgebra. If М is an arbitrary maximal 
ideal in A the quotient-algebra A/M is a Banach division 
algebra?) and by the result above consists of complex multi- 
ples of its unit ё. The natural homomorphism A—A/M car- 
ries A isomorphically into A/M since the difference of distinct 
elements in A has an inverse and therefore cannot be an ele- 
ment of M. It is then easy to see that A consists of complex 
multiples of its unit, since if ae A is carried into A&e А/М, 
then 4ee A is carried into Aë and hence a= 4e. 


3) See Gelfand, loc. cit., for the now familiar details. 


QUELQUES NOUVEAUX THEOREMES DE FERMETURE 
Par S. MANDELBROJT (Paris). 


Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur la droite 
entiere А dont toutes les derivees appartiennent, sur А, а Г: 


(| = 79 (а) |а < оо (n> 0); 


oo 
(nous écrivons f pour [).4 Mn} étant une suite positive, Pen- 
—oo 
sembie de toutes les fonetions f telles que 
|f «9| < M, (mn 0) 


sera appelé classe L{M,}. Soit, d'autre part, g une fonction 
appartenant, sur В, a Г. Dans un travail récent [3] nous avons 
indiqué des conditions portant, à la fois, sur la suite {Mn} 
et sur les ensembles respectifs des zéros des transformées de 
Fourier de f et de g (f appartenant à L{M„}) pour que toute 
translatée de f soit une limite, dans la topologie de L, des 
combinaisons linéaires finies des dérivées successives de f et 
des translatées de g. 

Si me L (au cours de tout ce travail L désignera la classe 
des fonetions de module intégrable sur A), nous désignerons 
par S(g) la transformée de Fourier de g, c'est-à-dire 


ба) Фи) р f layed. 
1 27 

Nous désignerons par О(ф) l'ensemble des zéros de S(g), Cest- 

a-dire l'ensemble des nombres réels au" tels que Ф(и') = 0. Si done 

nos conditions, portant sur {Mn}, Q(f), Q(g) (fe L{M,}, g eL), 

sont satisfaites, à tout a>0 et à tout e>0 correspondent 
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un entier n, des constantes réelles &,,...,ön et des constantes 
réelles ou complexes ga, dn, b,,...,b,, tels que: 


|f(æ+ a) E. > (а, f' (a) + bagla + &)) il 


+ 


= | (a+ а) — Х (а f (2) + bug (at &))|da< е. 
Ü 

Désignons par т(ў) la fermeture, dans la topologie de L, 
des combinaisons linéaires des translatées de f. r(f) est done 
l'ensemble de toutes les fonctions ф de L telles que la pro- 
priété suivante est satisfaite: A tout e>0 correspondent un 
entier m, des constantes réelles a,,a;,...,4,4, et des constantcs 
réelles ou complexes rt fm, tels que 


Klee eyf (et а,)|< е. 


Il est clair que les conditions mentionnees sont aussi suf- 
fisantes pour que toute fonction g de т(]) appartienne a la 
fermeture des combinaisons linéaires de la forme 


(а, Titel + beg(a+ AL 


Les theoremes fournissant ces conditions nous ont permis, 
en particulier, de résoudre le probleme d’approximation poly- 
nómiale (avec un ,,poids") sur un ensemble fermé quelconque, 
situé sur А, ainsi que le probléme d'unicité des moments lors- 
que le speetre de la distribution est placé sur un ensemble 
fermé queleonque, situé sur R. 


Le but de ce travail est de généraliser les résultats precé- 
demment obtenus en remplacant la suite de toutes les déri- 
vées de f par une suite partielle de ces dérivées. Avant de 
pouvoir énoncer notre théorème principal, il nous faut intro- 
duire quelques notations préliminaires. 

{vn} étant une suite d’entiers positifs, désignons par 
N(t) (1>0) le nombre de v, inférieurs à t 


МАУ, 
d 
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et posons D(t) = N(t)/t. Les fonctions 


D*(t) = borne D(x), D,(t)= borne D(x) 
x2t xt 
seront appelées respectivement fonction de densité supérieure 
et fonction de densité inférieure de {ra}, et les quantités 


D*— lim D*(t)= lim Dt, Р, = lim D,(t) = lim D(t) 


1—oo (—oo 1—co 1=00 


seront appelées respectivement densité supérieure et densité 
inférieure de {vn}. 
{Mn} (n>0) étant une suite de nombres positifs, la fonction 


С(о)= borne (no — log Mj) 
n20 


caractérise d'une manière assez précise la classe L{M„} (voir 
[1] et [3]). Cette fonction sera appelée la dérivabilité de ТА Mn}. 
E étant un ensemble situé sur R et À une constante ро- 
sitive, posons | 
| 


h xeE 


ou [a,b] désigne un intervalle fermé, positif ou negatif 
(ei a>b). 

Nous désignerons par V, la classe des fonctions u(x) (x є E) 
bornées supérieurement, bornées inférieurement par un nombre 
positif (les fonctions и sont donc en particulier positives) et 
à variation bornée. V, est la classe de toutes les fonctions u(x) 
bornees supérieurement, bornées inférieurement par un nombre 
positif, possédant une dérivée continue «'(x) telles que œu'(x) 


soit à variation bornée et telles que Л æ|[u’(æ)FP dx < со. Si done 


u eVa, les fonctions 


U(o)=u(c), О) = u(—e) 


sont à variation bornée, et l'on a 


ft Ui(o)P do — co, ft Die do — co. 
> 0 


16* 
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g(x) étant une fonction positive, l'égalité f (mda — оо 


u que, pour a suffisamment grand et A >a, l'intégrale 


n ) 4х existe, et 


A 
lim fo (2) de = со 


g О 
Le symbole [pda designe бт) ая, ou a est suffisamment 
a 
grand et independant de o. 


Nous pouvons maintenant enoncer le theoreme suivant: 


Théorème I (principal). Soient fe L{Mn}, geL, et sott 
{vn} (®>1) une suite d'entiers positifs dont la fonction de densité 
inférieure est D,(t) et dont la densité inférieure D, est supérieure 
à 1/2. Posons 


(1) E — 2(g)€ O(f)!), 
et soit p(x) la fonction caractéristique de l'ensemble C( E), où h est 
h 


une constante supérieure а 1—.D,. Soit, enfin, O(a) la dériva- 
bilité de la classe L( My}. 

S'il existe une fonction u(x) appartenant soit a Гу, soit a Va, 
verifiant, lorsque Рип des points x, —x appartient a 2. 


(2) u(æ)<g(x)+D,[C (log |x|)}— 
et telle que 


(3) foo C(o)e Ecc ак Bs. 


alors, quelle que soit la constante а, f(x+a) est une limite, dans L, 
des expressions de la forme 


(4) | &of(æ)- DCE ) + bag (a+ Ex). 


1) CA désigne l'ensemble complémentaire, par rapport à Z, de l’en- 
semble A. À désigne la fermeture de A. 
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A étant un ensemble fermé, décomposons le selon le théo- 
rème de Cantor: A= RAUPA, où RA est un ensemble dé- 
nombrable et oü PA est un ensemble parfait (ou vide), PA 
étant, par conséquent, l'intersection des ensembles dérivées 
de A de tous les ordres finis ou transfinis. 

On peut ajouter au théorème précédent le suivant: 


Théorème IT. Si RECQ(f), on peut remplacer, dans l'énoncé 
du théorème principal, l'ensemble E par l’ensemble 


(5) E,— ENC(RE). 


Les theoremes I et II sont essentiellement basés sur le 
lemme ci-dessous: 


Lemme I. Si les hypotheses du theoreme I sont satisfaites, 
toute fonction у) essentiellement bornée sur R qui vérifie les 
relations 


(6) [ph dy o, 
(7) St" —y) bly) dy = 0 (n>1), 
(8) {g—y)h(y)dy=, 


verifie aussi la relation 


(9) {fla—y) h(y)dy = 0. 


Cette conclusion reste encore vraie si, au leu de supposer 
les hypothèses du théorème I satisfaites, l'on suppose que REC Q(f) 
et que les hypotheses du theoreme I soient modifiées par le fait 
que Е est remplacé par E, (donné par (5)). 


Un lemme semblable, où »„=n, a été démontré dans notre 
Mémoire cité [3]; mais, dans le cas présent, la démonstration 
est plus difficile car elle nécessite non seulement un principe 
de Watson, bien généralisé (comme c’est le cas dans [3], 
voir aussi [4]), mais encore quelques considérations sur les 
séries asymptotiques, semblables à celles que j'ai utilisées dans 
mes travaux récents sur les théorémes d’unicité ([1], [2]). 

Posons 


(10) p(2)= f f(m—y) h(y) dy. 
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On voit immédiatement, d’après les hypotheses du lemme, que 


(11) p(0)— p» (0) = 0 (n>1), 
(12) | p(9(z) xz A M, (nz 0). 


De méme, d'aprés (8), 
(13) f 4(&—у)р(у)йу =v. 


Introduisons maintenant la fonetion 


0 


(14) (6) = f et p(w) da (C= E+ in). 


— 00 


Cette intégrale définit ®(£) pour у >0. Si E n'est pas la droite 
entiere, il résulte, d'un théoréme de Carleman et d'un théo- 
réme établi par l'auteur en collaboration avec Agmon (pour 
la bibliographie, voir la démonstration du lemme III dans [3]) 
que le prolongement analytique de @(¢) est une fonction holo- 
morphe et uniforme dans le domaine 4g obtenu en enlevant 
du plan l'ensemble E. Dans le demi-plan inférieur, 7< 0, on 
a alors 


(18) Ф(5) = — | eS p (m) dz. 
0 


En intégrant (14) т fois par parties, on obtient, pour 7 > 0 


D(E) = ip(0) £714 p'(0)22 4- ...—(— "ро 0(0) zm 
ч 
(16) + (im | emit pl) (x) ах, 


—ca 


et une égalité analogue (en intégrant, par parties (15)) pour 
n< 0. 

C'est ici qu'apparait la différence essentielle entre la dé- 
monstration actuelle et celle du théorème plus simple de [3]. 
Dans le second membre de la relation (20) de [3] (qui cor- 
respond à la relation (16) que nous venons d'écrire) n'inter- 
vient qu'une intégrale. C'est done ici que commencent les 
difficultés propres aux hypothéses. actuelles. 
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Suit {g,} (n2 1) la suite d’entiers positifs, complémentaire 
à la suite {vn} par rapport à celle de tous les entiers positifs. 
D’après (11) et (16), on a, pour q,— qx fat 77 0, 


0 
Q7) Ф) = S pM (0) 97 ep (a) de, 


— CX) 


-M= 


et une égalité analogue pour 7< 0. 

On a ainsi, dans Ag et en vertu de (12) (nous éliminons 
le cas, où E= R, car alors la démonstration du théorème s'ob- 
tient facilement en simplifiant plusieurs points du raison- 
nement qui suit et en opérant séparément pour 7 > 0 et n< 0), 


n 


(18) Ф()— У p 49 (() £— 9—1 em 


1 


Soit A’<h, un nombre positif suffisamment petit pour que 
l'ensemble, obtenu en enlevant du plan ¢ l'ensemble UJ 4(é,h’), 
Eek 


où A(é,h') est le carré de côtés parallèles aux axes et égaux ah’, 
soit un domaine. Désignons par 4,(h’) ce domaine. Si l'origine 
n’appartient pas à Е, hypothèse qui ne restreint pas la géné- 
ralité (car on se raméne à ce cas-ci en remplacant éventuel- 
lement f et g respectivement par f(z)e-**, g(z)e-**, ou ae CE), 
on voit, par un raisonnement analogue à celui qui a servi 
à démontrer l'inégalité (35) de [3], qu'il existe une constante 
B=B(h’) telle qu'on ait, dans la partie de 4,(h’) pour la- 


= BM 
, | ә. t | a | | L A 
(19) tb (2) -2 p V9 (0) z L 9 (eon (4, {= Inti) 


1 
Posons {= —168, s— o 4- it, et soit 
H (s) = Ф(— (е8) — p(«2(0) itt emas, 
Soit D(h’,a) le domaine du plan s, obtenu en excluant de ce 
dernier les points 8= c-- И suivants (а > А): 
e? e = dre tare cos en D b= are cos le DCR TOS 
Y 


— 9 є E, (2k —1)nx — are cos (—е72—9) tx arc cos (e 74 9) — 2 km. 
h’ 
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Il est évident, d’après (18) et (19), qu'on a dans D(h’,a), pour æ 
assez grand et q,— gz 4,14: 


n 
| H(s) — 2 p» (0 ) jt TRS | CM, ST ue 


où C est une constante ne dépendant que de W’. Nous écri- 
rons encore cette inégalité sous la forme 


(20) | H(s)— Ў "n e *# |< CM, emi 3007 ^9 01304 Ut aa 


; CHRD сс 
où Гоп а posé 2,—4, 4 (121), 4, = рк (0) ifie. 

Nous supposons d'ailleurs que la suite {g,} (done la suite 
{An}) est infinie, car, dans le cas contraire, nous serons faci- 


lement conduits au théorème déjà établi dans [3] (=з). 
Posons 


eo 


2 Y 
= IIo Sey) er, 
km ч р=0 
Бу еш 

/ 


En posant 


Нһ(в) =H(s)— X dyes, 


] 


et 
Hp As) E > EST y? «C gen.) 
p=0 
pour msn, on voit facilement (voir, par exemple [1]) que 
H s m(8) = Hm($)—dm Am(iim)e rs 
ou 
H*(s)= У (—1 с НОР (5). 
La fonction H,,(s) est done indépendante de n pour næm. 
Soit D2(t) la fonction de densité supérieure de {ån}, et Dz 


la densité supérieure de cette suite. П est clair que D3Z+D,=—1, 
D$(t) + D,(t) x: 1. Posons 


Am(s) = Hm(s) —dmAmttÂm)e "rs. 
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En appliquant le théorème de Cauchy pour évaluer ACP) s) 
d’après les valeurs que prend A(s) sur la circonférence du 
cercle C(s, т) — cercle de centre s et de rayon cR — on voit 
que, si À —D$ et C(s,xR)CD(h',a), alors 


| zs e oe s (re В) О е ту) 
avec qm 
Ainsi, si C(s,rD$(C(o)))C.D(h',a), avec 0>o,, où c, est 
suffisamment grand, on a 


(Am D| c EL D£(C(o))] e2 e?—778e—-€(—4) 


d étant une constante. Or, log Lil x D£z(C(o))]- o(C(o)) (о-оо) 
(voir [1]; l'inégalité précédente permet donc d'écrire: 


(ear) Ars) een 


ou А, est: une constante positive, et ой o est grand. 
Posons 
GI (с) = u(e?)—x—! are sin (e-4-*), 


С) (с) = u(—e*) —п 1 are sin (e719), 


et désignons par P; le domaine défini par -n@&(o)<t<r@@%(c), 
o gn, Où 6, est choisi suffisamment grand. 

On peut alors affirmer que A„(s) est une fonction holo- 
morphe dans P,; dans ce domaine, on a l'inégalité (21), et 
(d’après les hypothèses) 


а 
со Г dt 


fc d)e ж PO dato 


où G(o)=G@\c)+G@@(c). Etant données les propriétés des 
fonctions G@)(o), G(2(c) (semblables à celles de viel, u(—e°)), 
on voit, d’aprés uu théoréme établi dans [4] (qui généralise 
aux domaines non symétriques et aux frontiéres moins régu- 
lieres un théoreme établi par l'auteur et G. Mac-Lane, voir 
par exemple [1], et aussi un travail de Reiter, non publié, 
cité dans [4]) que A,,(s)==0, c'est-à-dire que 


Н* (3) = dm Ami mé tms. 
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On constate aussi, en partant de (19), avec п=1, qu'il 
existe une constante R > D2 telle que, dans le domaine Ра 
formé par les cercles C(o, mR) (centre c, rayon rR) avec o> — а, 
on ait 

|Нт(5)| <QLm(T R) esa Do, 
ou Q est une constante. 

On peut done écrire aussi 


Л (m>1), 


et, en faisant tendre a vers +00, on obtient dm= 0 (Car 2m > 91). 
Ainsi done p™(0)=0 pour n+q,. C’est-a-dire que les rela- 
tions (7) peuvent étre remplacées par l'ensemble des relations 


rat) h(y) dy = 0 (nq). 


Le théorème établi dans [3] (avec un léger changement, 
facile à effectuer) prouve alors que (9) a lieu. Notre lemme 
est ainsi démontré en supposant que g(x) est la fonction ca- 


ractéristique de C( E). Le passage du cas E au cas E, se fait 
h 


d’une manière parfaitement analogue à celle utilisée dans [3]. 

On passe facilement du lemme aux théorèmes I et II en 
utilisant un théorème classique de Banach- Riesz. 

En calquant un raisonnement que nous avons fait dans 
[3] et [4], le lecteur trouvera facilement des conditions por- 
tant sur la fonction F et sur l'ensemble ferme Е pour que 
toute fonction H(w), continue sur R et vérifiant la condition 
bm H(u)=0 puisse être approchée sur E par des expressions 


]u]=co 
de la forme P(u)F(u), ou P(u) est un polynôme de la forme 
Got 044^ -- ...-- aQ,u*^, c'est-à-dire, pour qu'à tout e>0 cor- 
responde un polynóme P(«), de là forme mentionnée, tel qu'on 
ait |H(u) —P(u)F(u)|-e sur E. On retrouvera d'ailleurs un 
théorème classique de S. Bernstein si l’on pose Е=Е, 
Уп== ^ (n 21). 

On pourra aussi indiquer des conditions (toujours en cal- 
quant les méthodes de [4]) pour que, si le probléme des mo- 
ments Е (le spectre de la distribution V est sur E) 


Је" = т. fav=m, (n>1) 


admet une solution, celle-ci soit (substantiellement) unique. 
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Les deux problémes ont été résolus dans notre Mémoire [3] 
pour le eas >= (n>1). 
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UN THEOREME SUR LA COMPACTIFICATION 
Par B. KNASTER (Wroclaw) 


1. Généralités. D’aprés un théoreme de compactification, 
da à Hurewicz!), tout espace métrique séparable X de di- 
mension n>0 se laisse compactifier sans altérer sa dimension. 
Plus precisement, X se laisse loger topologiquement dans le 
cube-unite d'un espace euclidien à г dimensions?) de facon 
que la fermeture X y soit de la méme dimension que X l'était: 


(1) dim (X) = dim (X). 


Quant aux points de X — X, l'ensemble X y est de dimen- 
sion n au plus: 


(2) dim,(X) < dim (X) pour tout pe X— X. 


Il y a cependant des considérations?) qui exigent l'existence 
d'un sur-ensemble compact X* de X ayant, comme X, la 
propriété 


(1*) dim,(X*) = dim (X) pour tout pe X, 
mais associée à la suivante, juste opposée à (2): 


(2*) dim,(X*) > dim (X) pour tout pe X*— X. 


1) W. Hurewicz, Proceedings К. Nederlandse Akademie van Weten- 
schappen te Amsterdam 30 (1927), p. 425. 

2) où r=2n+1 «d'apres le théorème de Menger et Nobeling (voir 
К. Menger, ibidem, Amsterdam 29 (1926), p. 1125 et G. Nobeling, 
Mathematische Annalen 104 (1930), p. 71). 

3) Pour п — 0 par exemple, voir B. Knaster et M. Reichbach, Sur 
la caractérisation topologique de l’ensemble des bouts d'une courbe, Fundamenta 
Mathematicae 40 (a paraitre). 
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La condition nécessaire pour qu’un tel X* existe est que 
X soit un Gs absolu (c'est-à-dire homéomorphe à un espace 
complet). 

En effet, l’ensemble X de tous les points en lesquels un 
espace est de dimension n au plus est un Ga dans lui 4) et tout 
Gs dans un espace complet séparable, donc en particulier 
dans Er (compact par hypothèse), est un б» absolu. 

П est facile de voir que cette condition est suffisante lors- 
que »=0. La construction qui suit montre qu'elle l'est encore 
pour n=1,2,... lorsque X est compactifie de facon qu'il est 
partie commune d'une suite de sous-ensembles ouverts de X 
aux frontières de dimension n—1 au plus. Sinon, la méme 
condition est en tout cas nécessaire et suffisante pour l'exis- 
tence d'un X* compact ayant la propriété (2*) augmentée 
des mots „excepté tout au plus un ensemble frontière FG, 
de dimension 0”. 

La construction dont il s'agit consiste essentiellement à rem- 
placer les points de X —X par des segments rectilignes (qui, 
bien entendu, ne forment pas simplement un cylindre) ou, au 
besoin, par des polyèdres convenables à plusieurs dimensions. 
Elle exige des précautions. 

2. Le Ga, Soit X un @s de dimension n en tout point et 
dont la fermeture X est un ensemble compact situé à l'inté- 
rieur du eube-unité J’ de l'espace euclidien G à r dimensions 
(rz 2n-4-1): 


(eu E mit ( J^ (4) ат (X)=n pour tout pe X, 


oa 
(5) х= П G;, ой С, sont des ensembles ouverts dans б, 
i=1 


(6) dim[Er(G)X]x —1 pour tout $=1,2.... 5). 


4) К. Мепсег, Monatshefte für Mathemathik und Physik 34 (1924), 
pe 141. 
5) Les hypotheses (5) et (6) equivalent respectivement a celles que 


со 
х= [| I, où H; sont des ensembles ouverts dans X et que Гоп 
i—1 
a dim[Fr (/])| » —1; voir C. Kuratowski, Topologie, Monografie Mate- 
matyczne, Warszawa-Wroctaw, volume I (1948) et II (1950). Presque toutes 
les notations sont ici empruntées à cette oeuvre. Elle sera citée dans 
la suite par numéros de volume et page, sans le nom d'auteur. Ainsi, pour 
le théoreme ci-dessus, voir I, p. 25 et 122. 
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On peut évidemment poser G,=Int(J’) et admettre 
dans (5) que 
(7) GIG, IG)... ой 9,5259, pour tv, 
en y remplacant les facteurs par leurs produits partiels et en 
éliminant ceux qui se répétent. 


3. Base dimensionnelle. Subdivisons l’ensemble compact G, 
en un nombre fini de domaines fermes (c’est-a-dire fermetures 
(ensembles ouverts) de diamètre inférieur à 1/2, de facon que 
leurs intérieurs soient disjoints deux à deux et que les parties 
communes de leurs frontiéres soient de dimension r—1 au 
plus, celles de r+2 frontiéres étant vides; on peut exiger en 
outre que ces frontiéres n'aient avec X que des parties com- 
munes de dimension n—1 au plus 6). 

Appelons cellules de 1° approximation ou I-cellules tout 
court les domaines fermés en question et I-mailles les parties 
communes de leurs intérieurs avec OG. 

Subdivisons de-méme le domaine fermé G,—G, s'il n'est 
pas vide. 

С, se trouve décomposé de cette manière en un nombre 
fini, soit Z, de 1-mailles disjointes Mj, M, ..., Му, et en au- 
tant de leurs frontières, dont la somme contient Fr(G,) et n'a 
avec X qu'une partie commune de dimension n—1 au plus. 

Les fermetures M; des 1-mailles sont les 1-cellules, mais 
les frontiéres des 1-cellules ne sont, en général, que des parties 
de celles des 1-mailles: 


Pri Mu) = Fr(Mi) + Fr (G;)My 

dim [Fr(My)X]<n—1 

Aucun point situe a la frontiere d’une maille n’appartient 
a la fois а plus de 2r+2 1-cellules, car il appartient tout au 


plus à r+1 cellules de G, et à autant de cellules de G,—6,. 

Reprenons le méme procédé avec toute maille My de Go. 
(au lieu de G, lui-même), en remplaçant G, раг @, My, et 1/2 
par 1/2? (pour avoir une subdivision plus fine), et ainsi de suite. 
On a de cette maniére une subdivision du cube 9", devenue 
infiniment fine par itération, en mailles Му et leurs fron- 
tieres, qui a les propriétés suivantes ?): 

в) Il, p. 59. 7) Il, p. 8 (1) et 58-59. 


pour tout Asch, H. lis 
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(1) Le cube est, pour tout entier positif ?, somme finie de 
i-cellules: 


d 
g'— Go => M j pour 17 


(ii) Leur diamètre est inférieur à 1/2“: 
6(My)<1/2' pour i=1 


(ii) Les (3--1)-таШез résultent par subdivision des ?-cellu- 
les par rapport à G;,, tout comme les 1-mailles par celle 
du cube entier par rapport à G,. En conséquence, toute 
(44-1)-maille est contenue dans une i-maille et 


€) 
Lk AA 


(8) tout G, est composé d'un nombre fini de i-mailles (et de 
parties de leurs frontières), 


(9) Int(Mjj;)Int(M,;,)—0 si Maj, = М0 
(10) Man Mi CFr(M, 4) Fr(Mi,;) et Map Mnn 0, 
(11) Fr(Mj) = Fe( My) + Fr(G;)M, | Donne ND И 
(12) dim[Fr( Mal X] n—1 | еї er? 


(iv) Toutes les mailles et cellules sont de dimension r et 
leur frontières sont de dimension r—1. 

(у) 8) La partie commune de deux cellules quelconques dont 
aucune ne contient l'autre est de dimension r—1 au plus: 


dim (А. Мор) 7—1 si Мил Mon AFAM —M1 


et celle de r+ 2 cellules d'un méme G; — ou de 2r-+ 2 cellules 
quelconques — dont aucune ne contient aucune autre est vide 
(on n’aura d’ailleurs a faire intervenir que la premiere de ces 
conditions et, au lieu de la derniere, l’existence d’un nombre 
fini fixe s tel qu’il n’existe pas de point commun & s cellules). 


(vi) L’ensemble denombrable B de toutes les mailles con- 
stitue une base dimensionnelle?) de l'ensemble X dans J’, en 
ce sens que pour tout point pe X il existe des à aussi grands 
que l'on veut pour lesquels p est point intérieur d'une somme S 
de 2r--2 i-cellules (fermetures de mailles) au plus dont la 
frontière n’a avec X qu'un ensemble de points communs de 
dimension ne dépassant pas n—1: 


8) Cf. 1, p. 182, condition D. 9) I, p. 165. 
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(13) dim (Fr(S) X] n —1. 

En effet, si pe Int (Му), on n'a quà poser S=M, et si 
le point р est situé, à partir d'une valeur de 2, à la frontière 
de toute 2-cellule qui le contient, il appartient, comme point 
intérieur de 9", au moins à 2, et en vertu de (v) au plus à s 
cellules distinctes; S désignant leur somme, le point р n'ap- 
partient pas à Fr(S), car il appartiendrait alors à la frontiére de 
Со — S, donc à une (s--1)-éme i-cellule M,CG,—S, contraire- 
ment à la définition de S. On a donc р є Int(S) et, la frontière 
de S étant contenue dans la somme de celles de ses i-cellules, 
(12) entraîne (13), c’est-à-dire la propriété (vi) de В. 

Les propriétés (i)(vi) ne sont pas indépendantes et se ré- 
duisent notoirement à des propriétés plus simples, valables 
dans des eonditions beaucoup plus générales. Cependant, méme 
dans le cas spécial dont il s'agit, leur réalisation peut ne pas 
étre simple. On sait par exemple (lare d'Antoine!) que les 
cellules M;; ne peuvent pas toujours étre choisies parmi les 
ensembles homéomorphes à des spheres (fermées de dimension 
convenable), à moins de renoncer à (vi). 

Notons que si B est une base dimensionnelle pour l'en- 
semble Е de dimension n, elle l'est aussi pour tout ensemble 
YCE de méme dimension. 

4. Le F,. Considérons à son tour l'ensemble X— X. Cet 


F, est en vertu de (5) et (7) somme d'ensembles compacts 
croissants: 


(14) Хи yay XY AG от EIER С! 
1 
On a XCG;, done ХСС, c’est-à-dire ХС, - Fr(Gj). Ces 
deux sommandes étant disjoints (car G; est ouvert), il vient 
(15) X—G;CFr(G) pour i=1,2,.. 
отте G; est d’après (8) somme finie de 2-mailles, Fr(@,) 
est contenu dans la somme de leurs frontieres (en tant que 


frontiére d'une somme finie), done à plus forte raison dans 
celle des, frontières de toutes les i-mailles. On a donc 


X—8G, CX Pr (My) d'apres (15), d’où en vertu de (14) 


(16) E CH © ге (Му. 


ЕЕ == 
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I] en resulte en particulier que 


со d Se = 
(17) LS Peti 00) =. 
i=1 j=1 


Nous allons représenter X—X comme somme d'une suite 
d'ensembles compacts ayant la propriété, essentielle pour la 
suite, d'étre contenus dans toute maille sur laquelle ils em- 
pietent. Rangeons à ce but toutes les mailles de la base B en 
une suite simple de maniere que les 2-mailles y précédent les 
(i+1)-mailles pour tout $=1,2,... Les ensembles deux à deux 
disjoints 


— 
P=) f= 


= i—i lu j-1 
(15) ae) [Е*(Му)—У ay Kri ЛГ) — У Mr (My) | 
1 v=1 


sont done des Fs comme parties communes de deux Fe. 


Or, tout И. dans un espace métrique compact est somme 
d’une suite d’ensembles compacts de diametre tendant vers 0. 
П suffit en effet de représenter son k-ieme sommande com- 
pact comme somme finie d’ensembles compacts de diametre 
inférieur à 1/2 par exemple et de transformer en une suite 
simple la suite double ainsi formée. On peut donc admettre que 


(19) Py —3 Р, 
ou Руд sont des ensembles compacts, et en appliquant (ii) 
à (18) pour $ оо, que 
(20) d os) > О lorsque i— oo ou Ё co. 
On conclut de (19) et (20) que pour tout k=1,2,... 
(21) Рук Fr(Myj) = 0 lorsque t<i ou j'—j, 
ce qui permet de montrer que 
122) Fy, My» #0 entraîne ` Bast Haye, 
En effet, cette inegalite entraine la suivante: 
(23) Fr( My) М, £O, 


puisque РС ri Mul d’après (18) et (19). Les mailles étant 
des ensembles ouverts par définition, on conclut de (23) que 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV 17 
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Му Мер 0. 1 s'ensuit en vertu de (9) que МС Max ou MyyCM;, 
et comme la seconde alternative entraîne My; Fr(My)=0 con- 
trairement à (23), c’est la première qui se présente, ce qui 
n’est possible d’après (iii) que si < 2. On a donc Fy, Fr( Mur) = 0 
d’après (21) et la même alternative entraîne Ma Han, d’où 
Bu CFr(My)CMyp+ Fr(Myy), done FyCMyy. La propriété 
(22) est ainsi établie. 


5. Les pyramides. Plagons à présent XCJ” dans le cube 
fondamental 9% de Hilbert et désignons par {£,} ой 4—1,2,... 
la suite des coordonnées de points de cet espace. Chacune 
d'elles détermine dans 9% un axe orthogonal à tous les autres; 
appelons-le axe a. Admettons que c’est l’hyperplan 


(24) &=0 pour tout >” 


qui contient J' et partageons la suite des entiers A>r en sy- 
stémes finis, composés chacun de n+1 nombres successifs: 


(25) N4,-—(r--(m—1)(n--1)2-l, r+(m—1)(n+1)+2, 
es T+m(n+1)}. 

Rangeons les indices  —1,2,... en une suite triple 

Око Ы ус, eet d Cl ek РА 


Les systèmes Am (pour m=1,2,...) de demi-axes positifs 
£i ou Ae N,, se trouvent donc ranges de méme en une suite 
triple {Aix}. Deux systèmes Ay, et Ay), sont done identi- 
ques ou disjoints; ils sont disjoints lorsqu'ils different par la 
valeur de l'un quelconque de leurs trois indices. · 

Faisons correspondre à tout Fi, le système Aj, et rem- 
plaçons tout point pe Fy, par la pyramide Pj, à n+1 di- 
mensions, ayant p pour sommet et les n-++1 arétes, de lon- 
gueur ó(F;,) respectivement, parallèles aux axes E: e Aj. 
L'ensemble Hi ainsi formé est done le produit cartésien 


(26) Fig = Ru X Po 
et on a évidemment 
(27) Е) < UP) V2 ; 


comme АС But Fr(My) d’après (18) et (19), on conclut 
de (27) en vertu de (ii) que 
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(28) (Py) < EEN 

et en vertu de (20) que 

(29) di Рик) —0 lorsque i—oo ou k->oo. 
De plus 

(30) dm,(F)zn+1 pour tout pe in, 


puisque déjà P7, est de dimension n+1 en ce point. 

Les sommandes de la décomposition (19) n'étant pas dis- 
joints, il y a des points communs a des produits (26) diffé- 
rents, à savoir les sommets communs des pyramides de divers 
diametres. Mais ce qui importe c'est que, grace à la diversité 
des directions d'axes et vu (25), aucune pyramide n’a avec 
l'hyperplan (24) d'autre point commun que son sommet: 


(31) Pin T = Bu, 


et deux pyramides queleonques aux sommets appartenant 
à des Fyr différents sont disjointes, de sorte que la partie 
commune de deux Ру» distincts coincide avec celle des en- 
sembles de leurs sommets, c'est-à-dire des Руһ correspondants: 


(32) Fin Pipe Fig Рори quels que soient i, j,k, 2', j' et K’. 


Soit Mj l’ensemble M; X augmenté de toutes les pyrami- 
des dont les sommets sont situés dans lui. Le diamétre d'une 
figure queleonque formée de pyramides au sommet commun р 
situées dans 7° de la manière décrite, ne dépasse évidemment 
pas celui de la plus grande, donc le nombre V» jo! pour pe My, 
puisque les P, qui contiennent ce sommet sont en vertu 
de (22) et (ii) de diamétre inférieur à 1/2'. La conséquence 
en est que 


(33) o(Mf)«o( Mall? -y2/2' pour i=1,2,... et j—1,2,...,0. 


6. Le théoréme. Il résulte de (29) que 


(34) toute suite convergente de points extraits d'une infinité 
des Pi, différents a pour limite un point de X, à savoir 
celui qui est point-limite de sommets des pyramides con- 
tenant les points de cette suite. 


I 
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En effet, le diametre des pyramides contenues dans des 

* différents tendant vers 0 en vertu de (29), il en est de 

méme de la distance entre les points quelconques de ces pyra- 

mides et leurs sommets, d’où l'identité des points-limites en 
question. 

Etant donné un ensemble E, désignons d'une facon géné- 
rale par E* l'ensemble composé de points de EX et de ceux 
de toutes les pyramides aux sommets р є Bu E pour 2—1,2,..., 
j—1,2,...,l; et k—1,2,... Les définitions de Fj, et Му en sont 
done des cas particuliers et il en est encore de méme de la 
suivante: 


(35) AUR EU 
ijk 
La conséquence facile de (34) est que 


(36) si l'ensemble Е est compact, il en est de méme de E* 
(et réciproquement). 


Il en résulte en particulier que 
(37) X* est compact 
et que l’ensemble (X —M,,)*= X*— М est compact, d’où 
(38) 5 est ouvert dans X*. 


Considérons l'ensemble Mj (ne pas confondre avec Mi 
En vertu de (34), tout point-limite de M7 — Му qui n'est pas 
élément de cette différence est situé dans МУХ. On a donc 


M$—MyC(M$—M)-4- MyX, 
d'où M¥=—MyX + Mi—M,CM4+4 М, X, et il vient d’après (38) 
Fr(Mf) X*—Mj( X* HCH MyX)(X*— Mi)C 
CMyX(X* —Mi)-(Mg— Mj)X—(My—My)X-—Fr(MjpX, 
e'est-à-dire 
(39) Fr( Mj) X*—Fr(Mj)X. 
Il en résulte d'aprés (12) que 
(40) dim[Fr(M#) X*]xin—1 


et il en est donc de méme de toute somme finie d'ensembles M5. 
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Il est facile de déduire pour les ensembles munis d’aste- 
risque les proprietés (i*)-(vi*) en lesquelles se transforment 
(i)-(vi). C’est ainsi que (i) devient en vertu de (35) 


(i*) ATE SMS “pour ?==1,2,... 


et on conclut de (33) d'apres (ji) que 
(ii*) 5(M7)<2/2' pour i=1,2.... 


Les propriétés (ш*)-(у*) ne méritent pas d’interet, sauf la 
formule (40), qui remplace (12). Enfin, on а au lieu de (vi) 
la proprieté importante, qui est une conséquence directe de 
(vi) et (39), & savoir: 

(vi*) L’ensemble B* de tous les Ми constitue une base di- 
mensionnelle de X dans Er en ce sens que pour tout pe X 
il existe des $ aussi grands que Роп veut et tels que р est un 
point intérieur d'une somme J de tout au plus 2r+2 ensem- 


bles M} pour laquelle 
(41) ii LO Ze 

On conclut aussitôt de (41) que dim,(X*)<n pour tout pe X, 
d’où la propriété (1*) en yertu de (4). D'autre рагі, (18) implique 
que PE (X— X) PE (M,;),-d’ou о (А — xX 2 Ex (М) en 


"mel de (19) et mea (624) ICE Pr (Mi) en emm de (16), il 
vient Y F;,— ХХ, d'où X— -XC 9 Fh, puisque tout Ro 
din Кук par définition. On a "eem Xt— X u Fi jk en 
vertu de (35), d’où Е се qui mum la pro- 


priété (2*) en vertu de (4) et (30). 
Le théoréme suivant se trouve done établi: 


Théorème. Etant donné un espace métrique separable X 
de dimension n, la condition nécessaire pour qu'il existe un X* 
compact ayant les propriétés (1*) et (2*) est que X soit un б» 
absolu; la même condition est suffisante lorsque X est compac- 
tifie de fagon qu'il constitue la partie commune d'une suite d'en- 
sembles ouverts dans X aux frontières de dimension n —1 au plus. 
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7. Remarques. Envisageons a present le cas ой l’ensemble X 
de dimension » est partie commune d’une suite d’ensembles 
ouverts dans X, supposé métrique compact de dimension n, mais 
dont les frontieres sont de dimension « au moins. Les ensembles 


ouverts dans X, plongé au préalable dans l'intérieur de 9" 
par homéomorphie, étant alors remplacables par des ensem- 
bles ouverts dans 6’ (voir le renvoi 5), p. 253), on a (3), (4) 
et (5), mais pas (6): 


(42) dim[Fr(G)X]=n pour tout i=1,2,... 


La construction de la base dimensionnelle de X dans J’ 
doit alors être modifiée de manière que les ensembles Fr(@)X 
n’entrent pas en constitution des frontieres de cellules. Les 


ensembles @, perdent leur röle: il ne reste que le procédé banal 


consistant à subdiviser cube H en un nombre fini de cellules 
de diametre 1/2, puis chacune de celles-ci en un nombre fini 
de cellules de diamétre 1/2? et ainsi de suite, bien entendu de 
façon que les frontières des cellules n'aient avec X que des 
parties communes de dimension »—1 au plus — mais sans que 
les ensembles G, y soient pour quelque chose. Cependant, 
ayant alors réalisé les propriétés analogues à (i)-(vi), on voit 
étre en défaut (8) ou (12). L'effet en egt que (16) ne résulte plus 
de (14) et (15); aussi, contrairement à (16), y a-t-il alors des 
points de X—X dans des mailles infiniment décroissantes. 
Il se comportent done à cet égard comme des points analo- 
gues de X, de sorte que la dimension de X en eux ne se laisse 
pas augmenter par la construction des pyramides sans abolir 
l'égalité (39), done sans élever la dimension de Ет( М) Х*, 
ce qui éleverait en méme temps celle de X* aux points de X. 

Or, l'ensemble de ces points de X — X est partie commune 
de deux ensembles suivants: de SEr(G)X, qui est un F, 

= 

frontiére dans X (comme contenu d’aprés (5) dans X—X), 


et de 9`— У Ег( Му), qui est un Gs de dimension 019). L'en- 
d 


semble des points de X — X non affectés par la construction 
qui augmente en eux la dimension est done un ensemble fron- 


10) J, p. 165, 4. 
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tiere de dimension 0 et de la forme Р.@з, ce qui démontre 
la variante du theoreme énoncée au début (voir р. 253) pour 
le cas qui vient d’étre envisage. 

Autre remarque: la eirconstance que X —X est un ensemble 
frontiere n’est pas essentielle dans la démonstration du théo- 
reme. Une légére modification de la construction primitive 
permet de remplacer d’emblée X par son sur-ensemble com- 
pact quelconque, en particulier par X*, en vue d’iterer le 
procédé, par exemple. 

Le probléme s'impose: X étant un Ga absolu de dimen- 
sion n, est-il possible de le compactifier de façon qu'il soit 
partie commune d'une suite d'ensembles ouverts dans X aux 
frontières de dimension n—1 au plus? 

Si Oui, la variante envisagée dans la premiere remarque 
seralt superflue. 

Cependant elle ne l'est pas, la réponse au probléme étant 
négative. C’est évident pour n=0. En effet!!) en supposant 
que les ensembles ouverts en question aient les frontieres 
vides, done qu'ils soient à la fois ouverts et fermés dans X, 
l’ensemble X serait nécessairement compact (comme partie 
commune d'une famille d’ensembles compacts); il y a cepen- 
dant des Gs absolus (de toute dimension) qui ne sont pas des 
ensembles compacts. Tel est, pour en donner l'exemple le plus 
banal (de dimension 0), l'ensemble EN des nombres irrationnels 
du segment J de l'axe d'abscisses. 

Considérons, pour n=1, l'ensemble plan X formé de tous 
les segments verticaux V, de longueur 1 dont les bouts infé- 
rieurs sont les points de N. On a évidemment dim,(X)=1 
en tout point pe X et l'ensemble X est un Ga absolu sans 
étre un F,, méme localement en aucun de ses points. Ces pro- 
priétés étant des invariants de l'homéomorphie, il s'ensuit 


que, de quelle façon qu'on ne compactifie X dans 9% (les X 
non séparables n'étant pas pris ici en considération, comme 
donnant lieu à des problémes d'ordre différent), X résultera 
un ensemble-frontiére dans X: en effet, si X contenait un 
ensemble ouvert G, il serait localement ouvert, donc Ко, en 
tout point de G. 


11) Je dois cette remarque à C. Ryll-Nardzewski. 
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Désignons l'image homéomorphe de X dans 9% par la 


méme lettre X; on peut évidemment admettre que X= [| G; 
=1 
où G, y sont des ensembles ouverts dans X et que X—X= 


oo 
= Y Fr(@,), ces frontières y étant entendues comme relatives 
iml 


à l'ensemble compact X. 

Si l’on suppose que dim[Fr(@)]<0 pour tout 2—1,2,..., 
les composantes des Fr(G;, done de Х—Х, se réduiraient 
à des points, tandis que celles de .X, comme images homéo- 
morphes des V,, sont des continus de diametre positif. Soit H, 
l'ensemble-somme de toutes les composantes de X de diametre 
au moins égal à 1/7. On a done .X ICE et il existe évidem- 

(= 

ment une valeur de $ a partir de laquelle les ensembles H 
ne sont pas vides. L’ensemble-limite d’une suite de compo- 
santes de diamétre non inférieur à 1/i étant un continu de 
diamétre non inférieur au méme nombre, il vient H;C X, d'oü 
H,=H;. En méme temps, X étant un ensemble-frontière 
dans X, il en serait de méme des H;. Comme ensembles-fron- 
tières et fermés, les Н, seraient non-denses, done X de Г" ca- 
tégorie, contrairement au theoreme de Baire. Ainsi, la repré- 
sentation supposée de .X est impossible. 

Appelons Ga de I genre tout G4 absolu qui est homéomorphe 
à un ensemble représentable comme partie commune d'une 
suite d’ensembles ouverts dans sa fermeture aux frontieres de 
dimension inférieure à la sienne; entendons par ТТ genre la 
négation du I. 

Nous pouvons done énoncer la troisieme remarque, qui 
suit, en ces termes: Я y а deux genres des Gs absolus (parmi 
les ensembles de dimension nulle et parmi ceux de dimension 
positive). 

En effet, l’ensemble EN (de dimension 0), de méme que 
celui de la forme EN x J (de dimension 1), qui vient d'étre en- 
visage, sont des Gs de II genre. 

Remettons aux problémes ouverts la question s'il existe 
des G3 de II genre de toute dimension 4:20 (voir plus parti- 
culierement le probléme 3°, p. 267) et passons à la quatriéme 
remarque, qui est la suivante: 
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On peut étre porté à chercher la différence entre les deux 
genres des G4 dans le degré de complexité de leur structure. 
On peut montrer toutefois, en profitant de la remarque pré- 
citée de Ryll-Nardzewski, qu'il existe parmi les Gs de cha- 
cun de ces genres des ensembles aussi compliqués qu'on le veut. 

Soient en effet X, un Ga de dimension positive et {Ga} 
la suite d'ensembles ouverts dans X, dont X, est la partie 
commune. Soient d'autre part X, un @s quelconque situé dans 
l’ensemble de Cantor et {б} la suite d'ensembles ouverts 
respectifs, done d'ensembles aux frontiéres de dimension 0 ou 1. 


Alors l'ensemble X,+X,=[](@Gi+G2) se comporte évidem- 
i=1 


ment comme X, quant à la complexité — a moins que celle 
de X, ne prévale — et comme Х, quant a son genre — car 
on а dim[Fr(Gj4-G;;)]-c dim[Fr(Gj,)] dans le cas en question. 

Considérons en particulier les G4 qui sont des ensembles 
des points en lesquels les ensembles compacts sont tout au 
plus d'une dimension n donnée (noyaux dimensionnels) et de- 
mandons-nous si, méme parmi ces Ga, il y a qui appartien- 
nent aux deux genres. Le théoréme établi (p. 261) et l'exemple 
qui suit montrent que la réponse est affirmative. C’est la cin- 
quiéme remarque: 

Soient C l'ensemble de Cantor sur le segment 0<#<1 
de l'axe d'abseisses et Ne l'ensemble de tous les points de C 
qui ne sont pas les bouts des intervalles contigus à lui. L'en- 
semble Ne est homéomorphe à N. Posons X=Nex J; c'est 
donc l'image homéomorphe dc EN x J formée de segments ver- 
ticaux V, d'ordonnées 0<y<1 dont les bouts inférieurs (2,0) 
sont des points de Ne. L'ensemble X est donc un Ga de П 
genre. 

On a évidemment Х-- @х9=Сх 9-Х et dim,(X)= 
Tm =! еп tout point р є X. Remplacons toute com- 
posante de CxJ—X, c'est-à-dire segment vertical de lon- 
gueur 1 au bout inférieur (2,0) appartenant à C—Ne, par 


la suite de 27 disques (tangents chacun au suivant) 


2—1 - 4) - | 2 ^ ] ] › J 
sari tre И dee ИЕ И goo ar S в 
y NI НЯ < Pr yù 
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lorsque 2 est le bout de l'intervalle contigu à C de longueur 1/3. 
Soit D la somme de tous les disques pour De C — №. Alors 
D=D+X, DX—0 et 


= 2 pour tout pe D, 
ama) = | 1 pour tout pe X, 
de sorte que X est bien l'ensemble des points en lesquels l'en- 
semble compact D est de dimension au plus égale à n=1. 
Soit en effet p = (fo, ale X, c'est-à-dire zy є Ne et OX yox 1. 
Etant donné un 220, il existe sur Рахе d’abscisses, de part 
et d'autre de x), deux intervalles contigus à C de longueur 


moindre que 1/3’ et situés à la distance moindre que 1/37 de a, 
le nombre j étant choisi de facon à avoir 1/2/— &/6. Alors, en 
désignant par 2, et x, les centres respectifs de ces intervalles, 
les plans verticaux æ— 4%, et æ— x, sont distants l'un de l'autre 
de |a,—a,|<e/2 et ils sont disjoints de D. Il en est de méme 
des parties des plans horizontaux z= e/2 et z= — ғ/2 comprises 
entre eux, puisque les plus grands disques qui s’y trouvent 
sont de diamètre d<1/2! par définition. Soient enfin y,, y, et у, 
trois ordonnées successives de leurs points de tangence, telles 
que Au Mona, Alors les plans verticaux y=y, et y=y, пе 
sont distants l'un de l'autre que de 2d<2/2/<e/3 et ne ren- 
contrent D qu’en des points de tangence situés sur D et des 
points Че mêmes ordonnées situés sur Х; à savoir au total 
en deux ensembles compacts de dimension 0 superposables 
par projection avec le partie de С comprise entre les plans 
zi et 2=%,. Ainsi, le parallélépipéde contenant le point p 
et délimité par les six plans considérés est de diametre infe- 
rieur à W3(e/2)<e et sa surface n'a avec D qu'un ensemble 
de points communs de dimension nulle. La dimension 1 de D 
au point p se trouve ainsi établie. 

Voici enfin la sixiéme remarque. On sait que tout ensemble 
ouvert d'un espace compact est homéomorphe à un ensemble 
compact privé d'un point; c'est en effet, plus généralement, 
la propriété de toute différence de deux ensembles compacts 
ou — се qui revient au méme??) — de tout ensemble localement 


12) II, p. 50; voir aussi P. Alexandroff und Н. Hopf, Topo- 
logie I, p. 93. 
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compact. La question s'impose si tout Gs absolu est homéo- 
morphe а un ensemble compact privé de x, points au plus. 
L'exemple X=N xJ, envisagé p. 263-264, montre que la ré- 
ponse est negative, l'ensemble X —.X étant nécessairement de 
dimension positive, done indénombrable, quel que soit le 


plongement topologique de X dans g*. 


8. Problèmes. Les problèmes suivants restent ouverts: 

1° La notion de genre d'un Ga étant topologique par défi- 
nition (comme invariante par rapport aux homéomorphies), 
caractériser les ensembles de I ou II genre par leurs propriétés 
topologiques intrinseques. 

2° Caracteriser par les propriétes topologiques intrinseques 
les Gs homéomorphes a ceux qui sont des ensembles des points 
en lesquels les ensembles compacts sont tout au plus d’une 
dimension n>1 donnée. 


3° Les G, de la forme Nx J" sont-ils de II genre pour 
tout 2221? 


4° X étant un G, absolu de dimensions différentes en ses 
divers points, existe-t-il un X* compact tel que!) 
dim,(X*)= dim,(X) pour tout peX, 
dim,(X*—X)>dim(X) pour tout pe X*—X? 
5° La derniere condition se laisse-t-elle remplacer par la 
plus précise suivante: 
dim,(X* —X)=dim(X)+1? 


Państwowy Instytut Matematyczny. 
Institut Mathématique de l’État. 


18) Cf. С. Kuratowski, Fundamenta Matheinaticae 30 (1938), р. 13. 


ON CERTAIN MAPPING OF THE 2-SPHERE 
ONTO ITSELF 


Ву К. Borsuk (Warszawa) 


Let X be a metric separable space, En the n-dimensional 
Euclidean space and S, the n-dimensional sphere defined in 
Eau by the equation 


т „2 2 = 
Е... Pl 


We denote the set of all continuous mappings of X in S, 
by S* and we define a metric topology in the functional space 
sx by setting 

o(f,9) „un o(f(v),g(@)) Kor every f,ge Sa. 


A mapping fe S; is said to be inessential if there is a map- 
ping Fe eo , where I denotes the interval 0<t<1, such that 


(2,0) = f(a) 


| Ar 
sede rm BORIGA 


In particular, the analysis of the space St ylelds a power- 
ful tool in the study of topological structure of the space X. 
The following theorem!) plays an important role in this analysis: 


A mapping fe Si is inessential if and only if there exist 
two mappings q € Ж, ue ST such that 


f(æ)=yo(x) for every ve X. 


1) S. Eilenberg, Transformations continues en circonference et la 
topologie du plan, Fund. Math. 26 (1936), р. 68. 
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The purpose of this paper is to show that an analogous 
theorem for inessential mappings into S, is not true. More 
precisely, we shall prove the following 


Theorem. There exists an inessential mapping fe S? which 
is not representable in the form фф(1), where фе E> and фе №". 
First we establish the following 


Lemma. Let A be a compact, locally connected subset of E, 
and Gi, Da two different bounded components of E,—A. Then 
A—G,- G+ 0. 

Proof. Let us choose two points a, e G, and а, є G,. Since 
the locally connected compactum A cuts E, between a, and a, 
there exists?) a simple closed curve ОСА which also cuts У, 
between a, and a,. By the Jordan curve theorem Q cuts Е, 
into just two regions Г, containing a, and Г, containing ay. 
Then G,C/, and G,CI,. Consequently 


Da oca. 


But ОА, since E,—A contains two different bounded 
components G, and G,. Hence 


A —G, -G,+ 0. 
Proof of the theorem. Every point p e $,is of the form 
p = p(a, В) = (cosa, sina-cosp, sina-sin В), 


where a and В are arbitrary real numbers. We obtain all points 
of S, even if we restrict the range of the parameters a and В 
to the intervals 

О<а<л, DÉS DAZ: 


Consider the mapping fe SCH defined by the formula 


f(p(a,B)) -p(2a,B) for every 0<а<л, 0<8<2л. 


2) C. Kuratowski, Topologie II, Monografie Matematyczne XXI, 
Warszawa-Wroclaw 1950, p. 405. 
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Setting 
(а, В) = р(24,В) for 0<a<%, 0<p<2n, << 1, 
fe pla, B))= p(2a,B-- 2tx) for 5 <a Sn, 0< р Эл, бегей, 
}.(р(а, В)) = p(4a(1—1),8) for Ө<а асс, 0x OC ig, ;«t«1 
fií(p(a,B)) = p(4(z—a)(1—1),B) for 5 <а<л, ОР Le ut 


we can easily verify that f:(p) is a continuous mapping of 
S,xI into S,. In fact, it suffices to observe that 


fi(p(0,8)) =(1,0,0) for 0<t<1, 

ИЕ. в) = as = p(x, B+ 2t~)=(—1,0,0) for 0<ts T 
ШТ. Lu (2zx(1—1),B8) f or 5 «1«1, 

fií(p(x,8)) = p(2z,B-- 26x) = (1,0,0) for 0< <и, 


fitp(z, B)) = р(0,8)= (1,0,0) for << 1. 


Moreover we have 


fo(p(a, B)) = p(2a, В) = f(p(a, p)) 


and 


fi(p(a, p)) = p(0, 8) = (1,0,0) 


for every 0<a<r and 0<f<2z. Consequently the mapping 
fe 82 is inessential. 

Let us suppose now that f is representable in the form уф, 
where o is a continuous mapping of S, into Е, and y a con- 
tinuous mapping of E, into S,. The set S of all points of the 


form Defi 0<6< 2л, is a circle cutting S, into two regions 


7 a =Е|р= р(а,В), ост 
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The transformation f maps Н; topologically onto the set 
S,.—(p(—1,0,0)) for i=1,2. If follows easily that p maps H 
topologically onto a region G;C E, and y maps @, topologically 
onto S,—(p(—1,0,0)). Moreover, the set g(S) constitutes the 
common boundary of G, and @,. But g(S) is a locally con- 
nected compactum. Hence we infer by the lemma that 


(1) "e -—. 
Now we shall show that there exists a number В, such that. 
л, л 


In fact, if Bg=0 does not satisfy (2), then «(в (5,5 = 
ip(a). Let L, and L, denote two geodetic ares joining, 
on 8,, the point p(0,0) with the points (5,0 о} and (т, =) 
respectively. Then e maps Г, -- Г, onto a simple closed curve 
CO, + (с), where СЕЕ d eo(8). The curve 


Q, cuts G, into just two regions G4, and (12. The boundary 
of one of them (for instance the boundary of G1,1) lies, except. 
for the point е, in G,. The region G,, is the image by the map- 
ping ф of a region on the sphere S, lying in H, and bounded 
by L,4-L, and by an arc L4 of the circle S. We infer that 


g(p)=e for every pels. 


Let d be an arbitrary point of y(S)—(c). Then there exists 
a point py e S—Z, such that ф(р,) = d. Denoting by qo the point 
antipodal оп 8, to р, we infer that д, є Г and that 


P(Po) = 4+ (Go) = 6 


But the points py and 9, belong to 5 and are antipodal. 
Hence there exists a number f, such that 0<f,<2 and that 


one of the points py, Oe is of the form »(5 sf) and the other 


is of the form d ‚Bot 2 Thus the existence of a number fj. 
satisfying (2) is proved. 
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І т 
Now we observe that for every number 0</<-, 


(el +2,80) = pla + 22,89— 


= (— cos 24, —sin 2/-cos Ву, —sin 22-sin Во), 


TT 
1б [s ља) ]  n(n— 240-2 = 
= (— cos 24, —sin 24-603 Во, — Sin 24-sin Bo). 
Hence 


(3) i(p (Z +2,60)| = fr (= — À, Во +2) for every ieren 


But (1) and (2) imply that for every sufficiently small 2 
ZU tA) and 1С (2 — 1,8 jJ) are different points of G,. 


We infer from (3) that y maps them on the same point of $,. 
But this is impossible, because y maps the region G, topolo- 
gically. Thus the proof of the theorem is completed. 


Problems. 1. Does there exist for every n >2 an inessential 
mapping fe RA which is not of the form уф, where g e Ej" 
and we S Eng 

2. Does there exist a space X such that the set of all in- 
essential mappings f є 82° is identical with the set of all map- 
pings of the form gy, where фе X? and р € 62% 


SUR UN PROBLEME DE F. LEJA 
Par J. GORSKI (Krakow) 


1. Е. Leja a posé le probléme suivant !): 

Soient F un ensemble fermé et borné de points de l'espace 
euclidien А, à З dimensions, P,P, la distance cartesienne entre 
les points P, et P, de R}, п un nombre naturel fixe, et 


(1) Г iere Den 
un systeme de n points de F tels que la somme 


2) D 


oP 
«п int kn 


— 
bo 


soit la plus petite. Prouver que la suite de fonctions du point 
variable P 


А и: do Mida Sl ЖЕСЕ. 
(3) ne ты (Von), 


eonverge partout en dehors de F (ou démontrer que cette 
proposition est fausse). 

Н. Teresaka?) a donné une réponse négative à ce pro- 
blème pour le cas où l’ensemble F ne contient que deux 
points d’accumulation. Е. Leja a remarqué’) que lorsque le 
diamètre transfini d(F) de l'ensemble F au sens de G. Polya 
et G. Szegó est positif le probleme reste ouvert. On verra que 
pour d(F) > 0, la réponse est positive. 


1) Ann. Soc. Polon. de Math. 19 (1946), p. 252. 
2) Ibid. 23 (1950), p. 201. 
3) Ibid. 23 (1950), p. 205. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV 15, 
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2. Soient D, un domaine non borné dans Ёз, contenant 
le point со, F sa frontière, et (1) un système de points de Р 
tels qu'on ait 


(4) Deren 


Let ben ze 


pour chaque systeme Р,,Р,,..., Р, de n points de F. Tout sy- 
stéme (1) satisfaisant à la condition (4) est dit n-ieme systeme 
de points extremaux de Е. Supposons que le diamètre trans- 
fini d(F) soit >0. En m'appuyant sur certains résultats de 
O. Frostman, je vais démontrer le 


Théorème 1. La suite (3) tend en dehors de F vers une 

limite finie 
u(P)=lim u,(P), 
п 

la convergence étant uniforme dans le voisinage de chaque point P 
n'appartenant pas à F. 

La limite u(P) est une fonction harmonique du point Р en 
dehors de F et satisfait à Vinégalite 


u(P)< pour P «Deo. 


1: 
dÄ 
Si l’ensemble complémentaire CD n'est pas vide, on a 


(P) m, pour P e CDa. 

Demonstration. La fonction (3) represente la valeur, au 
point P, du potentiel électrostatique engendré par les mas- 
ses l/n situées aux points Р,„(1=1,2,...,п). Désignons cette 
répartition discontinue de la masse unité sur F par и„= un(A), 
ou A est un ensemble borelien quelconque contenu dans F; 
nl Al est une fonction non négative, complètement additive 
de 4. On a y4(P)—1, wm(A)=0 si F-A=0, et џ„(4)<1 quel 
que soit ACF pour n=1,2,... Le potentiel (3) peut étre repré- 
senté par l’intégrale suivante 


(5) Un(P)= os , Q eF. 
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D’après un théorème de de la Vallée Poussin), on 
peut, de chaque suite illimitée de fonctions additives unifor- 
mement bornées, extraire une suite partielle convergente. Con- 
sidérons la suite {un}={un(A)}; soient (u,,) une suite partielle 
convergente, et u la limite de {un,}. 

О. Frostman a démontré5) que la limite u fournit la 
borne inférieure de l'intégrale d'énergie, c'est-à-dire qu'on a 


| . „ ( f( do(Ap) do(AQ) dudu 1 
(6) inf сомари EE E A m 
J J PQ fi PQ an 


с=0(4) étant une répartition quelconque de la masse unité 
sur F. D'autre part, il а prouvé qu'il n'existe qu'une seule 
fonction u réalisant la borne (6). 

Il résulte de ces deux théorèmes que la suite {ип} est con- 
vergente et que, pour ehaque point P n'appartenant pas à F, 


on а $) 
lim «(P SI = "di. du da) 
F 


es PQ 


ar ; k dout Ло) 
L’integrale ji РО 
ci 
gendre par la masse unité dont la distribution sur Ё est don- 
née par и, done la limite u(P)=lim «„(P) est une fonction 


n 


représente la valeur du potentiel en- 


harmonique en PI. de F. 
| 
? Р e at TP 
On а?) u(P)< ams dans R,, et w(P) AP 
point de CD. sauf, au plus, dans un ensemble de capacité 
nulle contenu dans F. 


en chaque 


Remarque. La fonction w(P) est la solution du probléme 
de Dirichlet généralisé pour le domaine D, et la valeur con- 


4) De la Vallée Poussin, Extension de la méthode du balayage de 
Poincaré et probleme de Dirichlet, Ann. de l'Inst. H. Poincaré 2 (1932), 
De 222. 

5) О. Frostman, Potentiel d'équilibre et capacité des ensembles avec 
quelques applications à la théorie des fonctions, Meddel. f. Lunds Univ. Mat. 
Sem. 3, p. 46. 

8) Cf. le travail cité de Frostman, p. 16. 

7) Cf. le travail cité de Frostman, p. 56 

18* 
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stante égale a sur la frontière F, la valeur de cette so- 


1 
d(F) 
l'infini étant supposée égale a 0. 


* 


lution à 


9. Théoréme 2. La condition necessaire et suffisante pour 
qu'un point Q de la frontière F du domaine D soit régulier pour 
le probleme de Dirichlet, est qu'à tout nombre & 0, on EE 
faire correspondre deux nombres 0(=) >0 et N(e)>0 tels qu'on 
ait, pour chaque n>N(e), 


pa | | 1 | - S mA uM 
(д Ге 2 PP, qg 5 lorsque PQ-<dle) d Pe Des 


Demonstration. La condition est necessaire car, lorsque 


le point Q est régulier, la limite lim и(Р)=— existe, done 
P+Q(PeDo) UF) 


ma lorsque PQ<6(e) et Р є Dæ. Mais, d'apres le 


theoreme 1, on a 


u(P) > 


= DE РР. и(Р)—- pour n> (е), 


in = 


d’où résulte l’inegalite (7). 
La condition est suffisante. En effet, il en résulte d’apres 
le theoreme 1 que 


1 Wek 
> TT и "phu 
(Ро CF, € ^* pour PO= die) et” Pe 
et, par suite, 
] 


lim u P) pe 


P—+Q (Рє Doo) 


Mais, lorsque P e Dæ, on а u(P)< zy done 


hn u(P)< 
P+Q LS = 


>. | | 
11 s’ensuit que la limite lim ШЫ = Am existe et, par suite, 
P-—Q(P«Doo ( Cy 


Q est régulier. 
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Remarque. On dit que le point © de la frontière P satis- 
fait à la condition de Poincaré s’il existe un cône de sommet Q, 
contenu entièrement (à l’exception du seul point ©) dans le 
domaine CD... Je dis qu'en particulier, la condition (7) est 
satisfaite au point Q lorsque Q satisfait à la condition de Poincaré. 

En effet, soient P un point de D, et S un point de 
D—CDa. Alors PPin<SPint+ SP<SPint+SQ+QP, done 


Ey PSU REN 
РРА ХР ERSOZEOP "SP, SP in{ SPint+SQ+QP]~ 
d 
>_1__39+0B 
SP in SPin 
et, par suite, 


L wx IL e 
ONE de 2 
S n 2 IDE 


PPin 


] 
SP? > 


n —(SQ--QP)— D 


Suient Pin, P»,,..., Dan les points extrémaux de F. Puisque Se F 
et que 1/52 (R étant un point de F) est une fonction con- 
tinue de СД, on a 


| m 1 и, 
lim — — = Loo 
п д SPA F SR? 


En faisant tendre n vers oo, on déduit de (8) l'inégalité 


Pet ; ee du(Ar) 
(9) (P) m — (99 +9Р) f n) 


Sm 
y, 


Soit K une sphere de centre au point Q. On a 


1 — f'du(Ar)  (du(Àm) | fdu(An) 
ar) J SR | SR SR. 
F 


F—KF KF 


Puisque Q satisfait à la condition de Poincaré, on peut choisir 
le point Se D de manière qu'on ait o(S,F)/SQ>A>0, où 
o(S,F) est la distance du point S à la frontière F. 
Supposons que la position du point Pe D soit telle qu'on 
ait PQ=SQq. Alors 
(10) (89-- 9p) 2422) 
F 


du( Ar) 
NR 


—28Q 


F 
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Mais, puisque © est le sommet d’un cöne appartenant a D, on a 


280 fe < (Ar) 280  ГащАк) „2 ГащАь) 
SR? —»(8, o(S, KP) ) SR “iJ SR - 


KF 
Choisissons le rayon de la sphére K si petit qu'on ait 


du (4i 2) 22 duld € 


Pour cette sphere, on a 


ON du (Дв) ^ 280 
se (78 Smp ` 205, РКМ) 


K—KF 


et, lorsque SQ = РО est suffisamment petit, 


du(Ag) e 

2 280 Г — —. 

Ve Е 
Е—КЕ 


Les inegalites (9), (10), (11) et (12) prouvent que, lorsque 
la distance PQ est suffisamment petite, on a l'inégalité 


u(P) > c 


1 
(КЮ) 


ON A CONJECTURE OF H. STEINHAUS 


By ALFRED RENyI (Budapest) 


Introduction. In a lecture [1] in 1937 H. Steinhaus for- 
mulated the following conjecture: if a system 


{1) {/n(%)} (n=1,2,...) 


consisting of a finite or enumerably infinite number of sto- 
chastically independent 1) measurable functions defined in a fi- 
nite interval (a,b), 13 saturated with respect to independence, 
i. e. if there exists no measurable function g(x), which is not 
constant almost everywhere, and which could be added to 
the system (1) without violating the independence of the sy- 
stem, then the system of functions 


i (ik, fa? (a)* ...* fg (a)) 


where 7.,7,....77„ run independently over all non-negative 
integers, and n=1,2,3,..., is complete in the interval (a,b). 
He mentioned some suggestive examples, in which the above 


1) In what follows the term “stochastically“ will be generally omitted; 
when we speak of independence we always mean stochastic independence. 
The independence of measurable functions was defined first by Stein- 
haus [2], the equivalence of his definition with the definition of A. N. Kol- 
mogoroff (Uber die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Ergebnisse 
d. Math. (1933)), in answer to a question of E. Marczewski, for the case 
of Lebesgue measure has recently been proved by S. Hartman (Collo- 
quiun Math. I, 1948, p. 19-22). In the general case the two definitions 
do not agree (see J. L. Doob, ibidem, p. 216-217). By the assertion 
that (1) is a system of independent functions, we mean that these functions 
are independent in their totality, i. e. not only every pair of these functions, 
but also every 3, every 4,...., every n-tuple of functions of the systems 
are independent of one another. 
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assertion is valid, for instance when (1) is the system of Rade- 
macher functions 


(3) В, (2) = sg sin(2 ла) (n—1,2,3,...) 


in which ease (2) is the well known Walsh system which is 
known to be complete in the interval (0,1). Another example 
is as follows: a function which itself forms a system, saturated 
with respect to independence, will be called a universal function. 
Clearly /\(@)=@ is a universal function; in this case (2) is the 
system 1,2,2?,...,2^,... which is known to be complete. ` 

In spite of these suggestive examples, the conjecture is not 
true in general. Let us consider for instance the function 


= л if 0<ast, 
m wi 1 i 4<a<sl. 


As h(x) is monotonic in (0,4) and outside this interval 
it does not again take on the values which it takes on in (0,4), 
according to a theorem of Ottaviani [3], Mai is а uni- 
versal function. On the other hand it 15 easy to see that the 
system (A"(z)) is not complete, as h"(x) is for every value of n 
orthogonal to the function g(x), which is defined as follows: 


0 if 0<25{, 
g(a) = 1 if 4+<aos}, 
— if 2<asl. 


Nevertheless, the conjecture of Steinhaus is valid for a very 
general class of saturated systems of independent functions. 


The purpose of the present paper is to prove the above 
mentioned conjecture of Steinhaus under very general con- 
ditions. In a lecture [4] held at the First Hungarian Mathe- 
matical Congress in 1950 at Budapest, I proved the same 
conjecture under more restrictive conditions; in the meantime 
1 succeeded in eliminating some of these conditions. In § 1 
I shall prove a general theorem which makes it possible to 
establish the completeness of system (2) under a condition 
in which the notion of independence does not figure at all; 
this is a theorem of the theory of real functions, nevertheless 
it contains all known cases in which the conjecture of Stein- 
haus is valid. We introduce the notion of maximal systems; 
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the system (1) of real measurable functions defined in (a,b) 
is called maximal, if for different values of x the sequences 
{fn(2)} are different (except for a set of measure 0 of values 
of x). Thus we call the system (1) maximal if there exists a set Z 
of measure 0, such that if z, and x, do not belong to Z and 
In(&)=In(%,) for all values of n=1,2,3,..., then а= 2,. The 
content of the theorem is that if system (1) is maximal, sy- 
stem (2) is complete. All examples of systems (1) of indepen- 
dent functions, for which system (2) is complete, are maximal 
systems. It is also interesting to note that a maximal system 
of independent functions is always saturated with respect to 
independence (Lemma 3). An interesting example of a ma- 
ximal system in the interval (0,2x), is the system consisting 
of the two functions вір 2, cos 2; in this case system (2) — 
after omitting those functions which are linearly dependent 
on the others — is the system {cos" a, sinæ-costæ; n=0,1,2,...} 
which is equivalent?) to the system {cos nz, sin (n+1)a; n= 
=0,1,2,...}, 1. е. to the well known trigonometrical system, 
which is known to be complete. Further cos x in itself forms 
a maximal system in (0,2) and thus the system {cos 2), — or, 
which is the same, the system (cos næ} — is complete in (0,z) 
(see [5]). 

The example of the system {sin v, cos x} may be generalized 
as follows: if w—f(x) and v—g(x) (axa<b) are the para- 
metric equations of a curve in the (w,v)-plane, which does 
not intersect itself (or the set of multiple points of which cor- 
responds to a set of measure zero of values of 2) then the 
system {f"(æ)-g" (x); n,m=0,1,2,...} is complete (we suppose 
f(x) and g(x) to be bounded and measurable). The case in 
which system (1) consists only of a single function, is not 
completely trivial either: in this case the theorem asserts that 
if f(z) is bounded and measurable in (a,b), further if y= f/x) 
establishes a one-to-one mapping of the interval (a,b) onto 
a set on the y-axis, then the system {f"(x)} is complete; this 
is Lemma 2 of the present paper; it is stated in the form of 
a Lemma, though it is a special case of our theorem, because. 


2) We call two systems of functions equivalent, if the sets of linear 
combinations of the two systems are identical. Clearly if a system is complete, 
any system equivalent to it is also complete. 
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the proof of the general ease is based on this special ease. 
A function which forms a maximal system in itself, will be 
called a maximal function. 

The most important step which leads from Lemma 2 to 
our theorem is the application of an idea of A. N. Kolmo- 
goroff; he used this idea to prove a theorem on conditional 
mean values in (6] in which he generalizes an earlier theorem 
of mine [7] on the invariance of the central limit theorem 
of probability theory, with respect to the change of measure 
on the underlying field of probability ?). 


S 1. Proof of the theorem on complete systems. We begin 
by proving the following 

Lemma 1. Let f(x) denote a measurable, bounded function, 
defined in the interval (0,1) *), with values belonging to the same 
interval. If g(x) is any bounded Baire function in (0,1) and 
A Z1, for amy е 9 а polynomial P(x) can be found such that 


1 
(1.1) J Go) — (Ка) da <e. 
0 


Proof. First we prove (1.1) for the case in which g(#)=1 
if 0<а<и<1 and g(æ)=0 for u<æ<1. Given e>0, we 
can find a polynomial P(x) with the following properties: 
1. Ox P(#) <1, 2. |9(2) —P(x)|<e И 0x; o v and if u+te<a<sl. 

For instance, the polynomial 


win 
[ (1 —(a—t)?)" di 


fifi Pia) = d —————— 
Jaera 
—1 
if n is chosen sufficiently large, has all the required proper- 
ties. It follows, that 
1 


(1.3) [ste — Pike) de < e^ 7 |E(e)| - С, 


0 


з) I am thankful to A. Császár for a valuable remark, which helped 
me to simplify my proof. 

4) Throughout this paper we consider the interval (0,1), but evidently 
all our theorems are valid for any finite interval. 
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where Miel denotes the set of those points for which 
u<fao)<u+ = and |E(e)| its Lebesgue measure, and С is а po- 
sitive constant. As evidently иш E(e)=0, (1) is proved for 


the functions mentioned. Е the well known inequality 
of H. Minkowski: 


3 1 a 1 1 
(1.4) j ja(æ) + b(a)|4 dac < LU la(æ)|4 del" +(f ИСХ Nk 
0 ә 2 


it follows that if Lemma 1 holds for g(z)— g,(x), k—1,2,...,m, 
it also holds for g(z)— ae c,9,(2). Thus Lemma 1 holds for any 
el 


step function. Using Ais same inequality it follows that if 
Lemma 1 holds for g(z)— g4(x), n —1,2,..., and 


(1.5) lim Tome *(f(x))|4 dx = 0 
it holds for g*(x) also. But as for any continuous function, 
and therefore for any bounded Baire function g*(z), a se- 
quence of step-functions g,(#) can be found such that (1.5) 
holds, 16 follows that Lemma 1 holds for any bounded Baire 
function g(x). 

Now we can prove 


Lemma 2. Г} f(x) is a measurable, bounded and maximal 
function in the interval (0,1) and 0<f(x%)<1, the set of functions 
(1.6) (f (a)} e SPA 
is closed in the space L?. 

Proof. Let us suppose first that f(x) is a Baire function. 
Let G(z) denote any bounded Baire function, in the inter- 
val (0,1). Since f(x) is maximal, it follows that f (y) and thus 
af (y))= gly) are also bounded Baire functions 5), and apply- 
ing Lemma 1 with A=2 to g(x), since g(f(c)) zG(z), it follows 
that for any e>0 a polynomial P(x) can be found such that 


1 
(1.7) f |@(a)— Pita)? da<e. 
0 


5) For those values of y which do not belong to the set of values of f(x), 
we define f~! (y)= 0. 
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As to any measurable function (ш) of the class Lë 


a bounded Baire function Gil can be found such that 
1 


if (F(a) —G(x))?dx<e, Theorem 1 holds if (x) is а Baire function. 
0 


But as the integral (1.7) is not changed if the value of f(x) is 
changed on a set of measure zero, Theorem 1 is proved. 
Now we prove our 


Theorem. Let {fn(2)} be a finite or enwmerably infinite 
maximal system of bounded measurable functions in the interval 
(0,1), then the set of functions 
(1.8) fi (a): 22). ...- E 


n 
bo 2 ПЕ р lee) 
is complete in ГР. 


Proof. We may evidently suppose that 0<f,(æ)<1, fur- 
ther that all /„(x) are Baire functions. Let us put 


CT En(&) SEI 
(1.9) Ф1(2) = rest where ve E 7 
п=1 ^ n-l ^ 


is the dyadic expansion of 2, i. e. 


(gl T, 


| l 
8а (p): = on, | 
0 if 0 x (2 t)<4 


H 


where (z) denotes the fractional part of z. 
Further let us define Ф, (2) = р, (ф1(2)) for k=2,3,..., and 


| - (fal 
(1.10) f (ш) = > D, 


k=1 
As g(x) is а Baire function, 9,(f,(z)) and thus f(z) is also a Baire 
function. It is easy to see further that f(x) is a maximal func- 
tion 6). As a matter of fact, if М=2" (25 1) we have ey(f(x))= 
= є,(7,(0)); thus if 2,4: 2,, there exists (except when x, or T, 
8) The introduction of a single function of one real variable, which 


is maximal if and only if syste (1) is maximal, is the idea of A. N. Kol- 
mogoroff referred to in the introduction. 
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belongs to a certain set Z of measure 0) at least one value of r 
for which /,(2,)4-f,(4,,, and thus at least one value of s 


for which ew(f(2,)) = es(fr(23)) = Es(fr(L2)) = Een(/(t)), where 
AN-—2r-1(28—1); thus we obtain f(&)+f(x). It follows by 
Lemma 2, that for an arbitrary rie L? for any &>0 a po- 
Jvnomial P(x) can be found such that 


il 
(1.11) f (F(a) —P(f(a)) Pde <e. 
0 
. Let us put 
N 
Sue) У qu fa (0) ) 


gek-1-ı 
k=1 

As we have 0<f(@) <1, 0<Sp(v%)<1 and 

| 
(1.12) Ma) са) |< у 
for all values of x, it follows, that for any e>U a polynomial 
P(z) and an integer N can be found, such that 

1 
(1.13) [ (F(a) — P(Sx(@)\?de<#e. 
0 

But again using Lemma 1, we can find for any А >Q and 6>0 
polynomials P(x) (k=1,2,...,n) such that 


1 
(1.14) f ex te) — Pha) [A dar — 64 for k=1,2,...,N 
0 


and thus 


1 
(1.15) рка) РМа) for rA. (k—1,2,..., N). 
0 


Choosing tor A the degree of P(x), after some calculation by 
putting 


N 
(1.16) oye) = У 1 a fiin) 


950—1. ? 
92 1 


| 
we obtain: 


1 
(1.17) f PG o) — Po) ёа < Có, 
0 
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where С is a constant which depends only on P(x). Choosing 
ô= ejec we obtain 


(1.18) fire P(oy(a)) da <9e. 


As Р(о„(ж)) is of the form 


(1.19) >. p ... № Coi m... my] te (2) > *(2).... у NN (a), 
m=0 m=0 my=0 

i. e. is a finite linear combination of the functions (1.8) it fol 

lows that the system (1.8) is closed, and thus complete in L?. 


§ 2. Some remarks on independent funetions. We first 
prove 


Lemma 3. If the system of independent functions {fn(&)} 
is maximal, it is saturated with respect to independence. 


Proof. We may suppose here also that the functions /„(#) 
are Baire functions. Let us suppose, that there exists a func- 
tion g(z) of the class Lë such that the system {0(2); fait is 
a System of independent functions. Then the function g(x) is 
independent of o,(f,(2)) for k—1,2,... (note that ф,(2) is a mono- 
tonic function!) and thus g(#) is independent of 


— Py (Fp (@)) 
(2.1) №)= > а 
А=1 


also. Thus the functions f^(z) (n=0,1,2,...) are all indepen- 
1 
dent of g(x), and we have (see [2]) putting у= | g(a) de 
d 


1 1 1 


(2.2) fi) (go) у) du — Tied f (gta) —у)ав=0 
0 0 


for n=0,1,2,... Clearly f(æ) is a maximal function and there- 
fore the system í(f^(z)) is closed, and thus complete. This im- 
plies that g(z)—7 is almost everywhere equal to 0, and thus 
9(2) = у almost everywhere. This proves Lemma 3. 

Thus we have deduced the completeness of system (2) from 
an assumption (that of maximality) regarding system (1), 
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which in the case of independent functions is somewhat stron- 
ger than the assumption that (1) is saturated whith respect 
to independence. 


The following problem still remains unsolved: 


What are the necessary and sufficient conditions regarding 
the system (1) of independent functions, which ensure the 
completeness of system (2)? 
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ON THE LOCALIZATION OF VALUES OF VECTOR 
VALUED FUNCTIONS 


By A. ALEXIEWICZ (Poznan) 


In the theory of analytic functions we often observe a plane 
analogy between the theorems of uniqueness and the theorems 
of the Vitali type concerning the convergence of sequences of 
analytic functions. Examples of such analogous theorems are 
the classical theorem of uniqueness and the theorem of Vitali, 
or Blaschke’s theorem of uniqueness and the theorem of con- 
vergence of the same author [2], or the theorem of uniqueness 
of Riesz [9] and the theorem of К hintchine [5]. 

The purpose of this paper is to show that these analogies 
have a common source in a theorem dealing with vector va- 
lued functions. Then we prove as applications a series of theo- 
rems concerning vector valued analytic functions, in particular 
we give a new proof of the theorem of Vitali for vector valued 
functions 1). 


1. Let X be a real or complex Banach space. Every closed 
set which can be obtained from a linear set by a translation 
is called a linear variety. 

We will denote by x(t), 7(¢),y(¢),v(¢) vector valued functions, 
i.e. with values in X, by o(t),p(£),y(&) the complex or real 
valued functions which will be termed in the sequel the nu- 
merical functions. 

Let 9[ denote a class of numerical functions g(t) defined 
in a set T, such that g(t)— const belongs to 9 whenever g(t) 


1) Sec section 2.1 of this paper; for an alternative proof see Hille [4], 
р. 61. 


VECTOR VALUED FUNCTIONS 289 


belongs to WU. The set A will be called U-set relative to the 
class A or, briefly, the U-set if every function g(t) e A vanish- 
ing in A vanishes identically. 


Theorem 1. Suppose that the function a(t) is such that for 
every functional Ex linear in X the function Ex(t) belongs to 9X. 
Let L be a linear variety in X. If x(t) e L for every t in a U-set A, 
then all the values of x(t) belong to L. 


Proof. Suppose that there is a t such that æ(tọ) none L, 
then we can choose a Ппеаг functional & such that 


Сре for mel, 


Emo Eet 


But this is impossible since the numerical function Za(t) is 
in À and a(t) =a for te A. 


Remark. Theorem 1 is valid also in the case when Х is 
a convex linear topological space (Wehausen [10]). 


2. Now we shall supply some applications of Theorem 1 
to holomorphic vector valued functions. 


A function x(£) defined in a domain D of the complex 
plane (with values in a complex Banach space) is said to be 
holomorphic in D if it is everywhere differentiable in D. It is 
well known that the chief theorems concerning the numerical 
holomorphic functions still hold in this more general case; in 
particular every holomorphic function is representable by 
Cauchy’s integral and developable in Taylor’s series. The func- 
tion z(£) is holomorphic in D if and only if for every linear 
functional En the numerical function &x(Z) is holomorphic in D 
(Dunford [3], р. 354). 

The function x(£) is said to be almost bounded in D if it 
is bounded in every compact subset of D. A set Г of linear 
functionals will be termed fundamental if there are two posi- 
tive constants К and k such that for every c 


sup lés] > ||. 
ёєГ,|1811<Е 


The following criterion is important in applications: 
Rocznik Pol. Tow. Matom, T. XXV 19 


290 A. ALEXIEWICZ 


Criterion of Dunford?). The function æ(¢) is holomorphic 
in D if it is almost bounded in D and if for every & т a fun- 
damental set Г the function Ex(£) is holomorphic in D. 


In view of the classical theorem and the theorem of Bla- 
schke of uniqueness one gets from Theorem 1 the following 
theorems of uniqueness for vector valued functions: 


If the function (Cl is holomorphic т D and vanishes in 
a set having а limit point interior to D, then z(C) vanishes iden- 
tically. 

If the function 26) is holomorphic in the unit circle, if 

2л 
sup | 106+ |&r(re'?)|do-—oo for every linear functional ё and 
0<г<1 9 
if æla) = 0, {Cn} being a sequence such that У (1 — |.|) =оо, 
n=1 

then x(Ë) vanishes identically. 


To deduce from Theorem 1 theorems of the Vitali type 
we must first introduce some functional spaces. 


2.1. Let m{X} denote the Banach space composed of the 
bounded sequences y= {Tn} of elements of the space X, the 
norm being defined as |y|=sup||«„|. The subset L of m{X} 


composed of these у= (z,) for which x, converges forms а li- 
near variety. If we take as Г the set of functionals linear on 
m{X} of the form ny=£xn, where & is any linear func- 
tional in X and n is any positive integer we get a funda- 
mental set. 

Every sequence {x,(£)} of functions defined in D, bounded 
for every С gives rise to the function у9(5)= (z4(£)) from D to 
m{X}. If moreover the functions z,(¢) are holomorphic in D 
and almost uniformly bounded (i. е. uniformly in every com- 
pact subset of D), then by the criterion of Dunford the func- 
tion y(¢) is holomorphic in D. 

Choose now as À, the class of the numerical holomorphic 
functions, as A a set with a limit point interior to D; this 
set is a U-set. Hence Theorem 1 gives the 


2) Proved implicitely in [3], р. 354. 
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Theorem of Vitali for vector valued functions. {f the 
sequence {Xn(C)} of functions holomorphic т D is almost 
uniformly bounded in D and converges in a set having a limit 
point interior to D, then the sequence converges almost uni- 
formly 3) in D. 


Proof. Theorem 1 implies the convergence everywhere of 
the sequence {x,(¢)}. Almost uniform boundedness implies 
equicontinuity of the sequence in every compact subset of D 
and this in turn implies almost uniform convergence. 

Denote now by L, the set of elements y= {£n} of m{X} 
such that the sequence {Vn} converges weakly 4). It is easy to 
prove that the set Г, is closed and linear. Hence Theorem 1 
yields 


Theorem 2. Let the sequence {zn(&)} of functions holomor-- 
phic in D be almost uniformly bounded there amd converge weakly 
in а set which has a limit point interior to D. Then this sequence 
converges weakly at any point of D to a holomorphic function w(C), 
moreover there exist non-negative numbers ain ($—1,2,...,n) such 
that din+...+dnn=1 and the functions 


wn (6) = A Gin vi (6) 
Gi 


converge almost uniformly т D to oCh, 


Proof. The first part of the theorem results from Theo- 
rem 1. To prove the second part suppose that the sequence 
{æ,(£)} converges weakly at ¢=¢, and that the ¢, converge to 
an inner point of D. By a theorem of Mazur ([7], p. 81) we 
can choose numbers aj, Such that aj 20, aint+...ta@an=1 and 
Пат (£i) —2(C)||<1/n for i=1,2,...,n. Since the sequence {27 (2)} 
13 (obviously) almost uniformly bounded, it converges almost 
uniformly in D. The identity of its limit with æ(¢) follows by 
the uniqueness theorem. 


3) i. e. uniforinly in every compact subset of D. 
‘) The sequence x, converges weakly if there exists an element ze 
such that lim £z, = £x for every linear functional £x. The element a, is 
n oo 


then written (w) lim z,. 
n-*oo 


19* 
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2.2. Denote by A, the class of functions y(£) holomorphic 
in the unit circle X and such that 


2л 


sup f 106+ (кеі?) | dg — oo. 
0<r<I 0 


Every set containing a sequence {f,} such that |¢,|<1 and 


5 1—|$„|)==со is а U-set for the class 91, 


Let a(6) be a non-negative function defined in К such 
that 


зир Prot |е (re) | аф =C~< оо, 
о<уг< 


and let (z4(0)) be a sequence of functions holomorphic in К 
such that 

Sue). 
These functions are almost uniformly bounded in K. For, 


given any linear functional En, the function logt|éx(¢)| being 
subharmonic, we get for r< R<1 


2л 


| К? — ү? 
y | Ё; ір\| < — pew = wee m V Em её 
log "Léa (re decke: J meee Er EN 
0 


"ere i ada / log | ое) d < = ам 7] logt [| £lla( Bop dà 


ERE TA 


S22 R—r 


(2л logt || £|-1- €). 
Hence 
i R+! ai 
|Ea,(re?)|<1+exp EE log а: 


Choosing & so that &a,(re'”)=||a,(re')||, 141<[2 we get 


(4 (re'?)|| < exp Е a lee < exp | =” “(V2 +» =), 
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Yet, we can consider the function y(¢)={a#,(¢)} as a holo- 
morphic function from К to m{X}, as in the case 2.1. Since 
for every functional ny linear in m{X} 


|206) | < (< (2), 


the function ny(£) is in W,. Hence similarly as in 2.1 we 
deduce 


Theorem 3. Let {x„(£)} be a sequence of functions holo- 
morphic in К and such that jv4(C)|-—a(C) ата 


2л 
sup Г logt |a(ref?) pos 
0<r< " 
о У(1—|г x)=co and the sequence {2„(6)} con- 
к= 


verges for Ê—=Ëz, bes this sequence converges almost uniformly 
in К. 


2.3. Denote by М the space of complex valued functions 
o(p) defined on a topological space P and bounded there. 
With the usual definitions of addition and multiplication by 
numbers and with the norm defined as |е! = sup Ie(p)l, 

pe 


М is а Banach space. The set L composed of the functions 
o(p) which are continuous is closed and linear in М. 

D being any domain in the complex plane, every numer- 
ical function oe, o) defined in D XP and bounded for fixed с 
may be considered as a function z(£) from D to P. The func- 
tion p(£,p) will be said to be almost uniformly bounded in D x P 
f it is bounded in every set F XP where F is a compact sub- 
set of D. Choosing an appropriate fundamental set of linear 
functionals one can easily show that x(£) is holomorphic in D 
if the function etc, ni is almost uniformly bounded in Dx P 
and holomorphic in ¢ for fixed p. 


Theorem 4. Let the function oi, pl be almost uniformly 
bounded in DX P and holomorphic for fixed р. If p(£,p) is con- 
tinuous in р for fixed C belonging to a set with a limit point in- 
terior to D, then the function ef, nl is continuous in Dx P. 
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Proof. Applying Theorem 1 as in the case 2.1 we see that 
the function ei, pl is continuous in 9 for fixed с. The formula 


| a { 9(c,p) 


о пеат 


QUOD PS 


implies that for every compact set FCD 
Ipl&’,P) —9(C",p)| SEF) E E, 


K(f) depending only on F. The continuity of of, ol now fol- 
lows immediately. 

Now take as P a domain À of the complex plane; then 
the class L, composed of the functions ф(р) which are holo- 
morphic in A forms a linear variety in M. By an argument 
similar to the above we can prove 


Theorem 5. Let the function of, ol of two complex variables 
с and © be bounded т D x À and let it be holomorphic for fixed o. 
If for every С belonging to a set having a limit point interior 
to D the function (t,o) is holomorphic as a function of о alone, 
then oi, ol is holomorphic in the two variables jointly. 


3. We give now a theorem of localization of values of 
a vector valued function dealing with the boundary values 
of the function. 

If for a (vector valued or numerical) function æ(¢) defined 
in the unit circle К there exists the limit as ¢ tends to е? in 
such a manner that the ratio leie —C|/|c'” —|¢|| remains bounded, 
this limit will be denoted by lim* дё). The weak limit under 

zelt 
the same conditions will be written кл olé). 
Se? 

Theorem 6. Let the function x(£) be holomorphic in the unit 

gircle К and suppose there exists the limit 


(2) (w) lim* (5) = у(ф) 


b lf 


for every ф in а set C of positive measure. If for every ф є С the 
element y(p) belongs to a linear variety Г, then all the values 
of (С) lie in L. 
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Proof. Let 91, denote the class of numerical functions 7(5) 


holomorphic in К for which lim* y(£) exists for every фе С. 
Ее! Ф 


Let S be the set of the points е? with me C. Let us consider 
the functions of the class W, as defined in К- 5. By a theorem 
of Lusin and Privaloff ([6], р. 159) the set S is a U-set 
for the class W,. Since Ent) belongs to U, for every linear func- 
tional x, we can apply Theorem 1. 

Similarly, dealing with the class À, of bounded and holo- 
morphic functions in K we get 


Theorem 7. The thesis of Theorem 6 remains true if we 
suppose the functions to be holomorphic and bounded in K and 
replace the limit (2) by the radial limit 

(w) lim a(re'?) = y(p). 
гэ AE 

The following theorem shows that the hypothesis of exis- 
tence of the limit (2) is equivalent to a stronger one 


Theorem 8. Let the function 2(6) be holomorphic in К and 
suppose that for any фе С there exists the weak limit (2). Then 
the strong limit 

Пт“ z(£) 
ef 


exists for almost every с є (О. 


Proof. We prove the theorem first under the hypothesis 
that æ(£) is bounded, and |C|—2z. Then the function 


(qo) = (w) lim* z(£) = (w) lim a(re) 


is measurable by а theorem of Pettis ([8], p. 278), and the 
boundedness of y(g) implies integrability in the sense of Boch- 
ner. Hence there exists the integral 


| | — y ! 
PU pl? = — 
la Lie 1 4 2p ER 7 08 (аа) 0/0 


and since &5(ге) = éx(re) for every linear functional ё, we 
get 0(5) = (5). It remains to prove that for the Poisson inte- 
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gral v(¢) the limit lim* (¢) exists and is equal almost every- 
t- 

where to y(p); this may be shown exactly as for numerical 

functions. 

Passing now to the general сазе 5), denote by 4),(ф) the 
closed equilateral triangle with axis on the segment [0,e!7], 
one vertex at е? and two equal sides of length 1/n forming 
the angle z—2/|n. It is sufficient to prove that, given any 
£220, there exists a set DCC such that |C—D|<e and that 
for any ge D x(£) tends to a limit as +e" through the set 
Anly). For every ф є there exists the weak limit of the 
function æ(¢) as Се varying in the set 4,(œ), hence у(ф) = 


= sup |a(£)|- oo. Since the function wiel is measurable, 
Ge A (9) 


there exists a closed set DCC such that |C— D|-e and 
sup у(ф) = К<оо. We now form a domain G composed of 
peD 


l | | 
the circle 1-2 and the triangles A,(y) with o є D; the 


boundary В of @ is a rectifiable curve. The function (©) is 
bounded in G and for every oe В there exists the limit 
(м) lim æ(¢). We finish the proof by mapping conformally 


the domain @ into К and using the well known properties 
of conformal mappings on the boundary of the domains. 

Theorem 7 applied to the space m{X} and the linear va- 
riety introduced in 2.1 gives the following extension to the 
case of vector valued functions of a theorem of Khint- 
chine [5]: 


Let the functions Zei") be holomorphie and uniformly bounded 
in the unit circle К und suppose that 
р : x: 
(w) lim" r,(2) = ya(q) 9) 
[elf 
exists for any ф in a measurable set С of positive measure. If the 
sequence {у„(ф)} converges almost everywhere in C, then the se- 
quence {x,/C)} converges almost uniformly in К. 


eee 


5) The argument used. below is due to Lusin and Privaloff [6]. 
в) In the case of vector valued funetions boundedness does not in 
general imply the existence of this limit. 
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Proof. By Theorem 8 there exists the strong limit 


lim* z4(£) = Bulge 


tel 


almost everywhere in С. Hence by a theorem of Banach 


([1], р. 122) 2(6) = {2.(6)} converges weakly to у(ф) = {у„(ф)} as 
Се? in such manner that the ratio [е2 —7|/|e* — |С || remains 
bounded. Now we can apply Theorem 6. 


Państwowy Instytut Matematyczny. 
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COURT EXPOSE DES PROPRIETES PRINCIPALES 
DE LA MESURE DE LEBESGUE 


Par M. RrESZ (Lund) 


Je suis heureux que le Comité de Rédaction du volume 
jubilaire dédié à M. Steinhaus ait bien voulu accepter cette 
modeste contribution qui n'est qu'un exposé destiné primi- 
tivement à l'usage de mes éléves. 


Introduetion. Lebesgue part de la mesure extérieure et de 
la mesure intérieure d'un ensemble E, cette derniere étant 
définie à l'aide de la mesure extérieure de l'ensemble complé- 
mentaire CE de Е. Ces deux espéces de mesures figurent aussi 
dans la version de la théorie de Lebesgue qui est due 
à ҮҮ. Н. Young et à С. de la Vallée Poussin et qui se trouve 
exposée d'une maniére magistrale dans un livre trés connu 
de ce dernier auteur 1). 

Dans la suite, nous intrdouisons la notion de mesurabilité 
et celle de mesure uniquement au moyen de la mesure exté- 
rieure, celle-ci étant définie, comme d'habitude, à l’aide des 
ensembles ouverts. Notre procédé a, entre autres, l'avantage 
d'étre immédiatement applicable méme aux ensembles non 
bornés. L’équivalence de notre définition avec les définitions 
usuelles peut étre établie en quelques lignes. 

Nous nous restreignons ici au cas linéaire et n'indiquerons 
qu'à la fin l'extension au cas de plusieurs dimensions. D'ailleurs 
le lecteur initié trouvera sans peine que la méthode peut 
s’étendre à des mesures beaucoup plus générales que celle 
de Lebesgue. 


1) Intégrale de Lebesque. Fonctions d’ensembles. Classes de Baire, Paris 
1916. 
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Notations. Pour la réunion d’ensembles, qui peuvent avoir 
des points communs, nous utilisons le signe U (par exemple 


E,UE,, YEr, ЗЕ»). Pour l'intersection d'ensembles, nous 


utilisons, comme on l’a fait autrefois, les signes de multipli- 
cation (par exemple E, E,, ПЕ,, ПЕ»). Etant donné que l'usage 
1 


des ensembles complémentaires sera évité, nous éviterons aussi 
l'emploi du signe N, dual de U. Ici il ne ferait qu'encombrer 
les formules. Pour la réunion = somme d’ensembles disjoints 
nous employons les signes + et X (par exemple E,+E,, 


2 Er, УЕ»). Dans le cas où E,DE,, nous désignons раг E,— E, 
1 


l'ensemble des points qui sont compris dans E, sans étre compris 
dans E,. 


Ensembles ouverts. Un ensemble ouvert O peut, d'une ma- 
niere unique à l'ordre prés, s'écrire comme la somme d'un 
nombre fini ou d'une infinité dénombrable d'intervalles ou- 
verts disjoints I,—(a,,b4); on définit la mesure mO de O 
par la formule 


mO = S mI,y-N(b,—a,). 


Cette définition est wnivoque, car la somme d’une serie 
à termes positifs est indépendante de l'ordre des termes et 
cela dans le cas d'une somme finie ou d'une somme infinie, 

Pour arriver à la décomposition indiquée, on remarque 
d'abord que tout point de O est compris dans un intervalle 
ouvert maximum «déterminé, faisant partie de O. Dans le cas 
ot. O est borné, ces intervalles peuvent étre énumérés par ordre 
de grandeur, car il n'y en aura qu'un nombre fini >e. Le cas 
ой О n'est pas borné se réduit au précédent par une application 
biunivoque et continue de l'intervalle (—oo, +00) sur un in- 
tervalle fini (par exemple y=arctg v). 

Théorème 1. Si О’ et O” sont des ensembles ouverts tels 
que 0'2O0"', on a mO'zmO". 

En effet, la construction par laquelle on a décomposé un 
ensemble ouvert queleonque en une somme d'intervalles met 
en évidence que, dans la condition posée, chaque intervalle 
I; est contenu dans un intervalle Im. La longueur totale des 
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intervalles disjoints /, situés dans le meme intervalle Te ne 
peut étre supérieure à la longueur de ce dernier. 

Les réunions d'un nombre fini ou infini d'ensembles ouverts 
O, sont manifestement des ensembles ouverts. C'est aussi 
le cas pour l'intersection d'un nombre fini d'ensembles ouverts. 


Théoréme 2. Pour un nombre fini ou une infinité dénombrable 
d’ensembles disjoints Оһ on a 


(2) M УО) = УтОь, 


ce qui implique que les deux membres ont en même temps des 
valeurs finies ou infinies. 

Le fait énoncé résulte du théorème sur les séries doubles 
a termes positifs. 


Théorème 3. On o 
(3) MO, + mO, = m(0,U0,) + m(0,0,). 


Ce théoréme découle de considérations géométriques élé- 
mentaires quand les ensembles 0, et 0, sont composés chacun 
d'un nombre fini d'intervalles. Le théoréme general en résulte 
alors par un passage à la limite. 

On déduit de ce qui précède l’énoncé assez grossier que 
VOICI 

Théorème 4. Pour un nombre fini ou une infinité denombrable 
d'ensembles O, on а 


(4) a (UO, < SMOR. 


Mesure extérieure, Nous définissons la mesure extérieure ME 
d'un ensemble arbitraire E par la formule 


(5) mH = inf (m0; ODE}. 


On déduit du théoreme 1 que, pour un ensemble ouvert О, 
on a 7nO = mO. Du méme théorème on déduit aussi 


Théorème 5. Si №’ et №” sont des ensembles tels que E'O E", 
on « mE >mE'". 


Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du 
théoréme 4. 
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Théoréme 6. Pour un nombre fini ou une infinite denom- 
brable d’ensembles E, on a 
(6) m(U Е») < Ò mE. 

Ensembles mesurables. Mesure. Un ensemble Z est dit 
mesurable si, pour tout c0, il existe un ensemble ouvert 
ODE tel que m(O— E)— e. On définit la mesure mE d'un tel 
ensemble E par mE = mE. L'hypothese ci-dessus peut aussi 
S'exprimer par les formules 


(7) О=Е-е, He=@, où Ф est l’enseble vide, Me<e. 


Remarque. Pendant la rédaction de cette Note, j'ai appris 
que la définition ci-dessus se trouve déjà dans le livre du re- 
gretté S. Saks, Théorie de l'intégrale, Warszawa 1933. Ce- 
pendant notre exposé est trés différent de celui de Saks. Seules 
les.démonstrations de la mesurabilité de la réunion d'ensembles 
mesurables sont identiques. Dans l'édition anglaise (1937) du 
livre de Saks, la définition dont il s'agit ici est abandonnée 
et remplacée par celle de Carathéodory. 

La définition donnée met en évidence que tout ensemble # 
dont la mesure extérieure ME — 0 est mesurable avec mE-— 0. 
Ces ensembles sont précisément ce qu'on appelle ensembles 
de mesure nulle. On conclut aussi que tout ensemble faisant 
partie d'un ensemble de mesure nulle est lui-même de me- 
sure nulle. 

Théorème Y. Pour un nombre fini d'ensembles mesurables 
Ex, les ensembles UE, et [| £y sont mesurables. 

On forme des ensembles ouverts 0,2 Еһ, on pose О, = Ек- e, 
et on écrit ОО, ОЕ, е, [[Ox,=[]E,+e’ respectivement. 
П est dés lors clair que e’CUe, et e’CUe. On peut choisir 
les О, de façon que Утек< = ce qui donne Me'< e, me' — e. 
Comme les ensembles UO, et [{O, sont ouverts, notre théorème 
se trouve démontre. 

Théorème 75. Le theoreme 7 subsiste pour une infinité 
dénombrable d'ensembles Ep. 


со 
Pour О Е, la démonstration ci-dessus subsiste aussi puis- 
1 


que l'ensemble UO, est ouvert dans cette hypothese plus gé- 
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nérale, et on aura encore Уер < є, si l'on choisit par exemple 
1 
Me, <2*e. Pour la mesurabilité de [Е,, la démonstration 
1 
sera donnée plus loin. 
Théorème 8 (Théorème d'additivité restreinte). Е, E,,..., En 
etant des ensembles mesurables disjoints, on a 


(8) m( X E,) = УтЕ,. 
i 1 


On sait déjà par le théorème 4 que l’ensemble УЕ» est 
mesurable. Il suffit de démontrer (8) pour n=2. Il résulte 
d’abord de (6) que 


(9) ME, + Е.) < тЕ + mE. 


Ensuite on forme О, = E, +e,, О. = E, + 6p, avec те, < e, Me e. 
П en résulte d'une part, O,U0,— E + E,4-e, avec еСе Че, et 
par conséquent: 


(10) m(0, 00) < m(E, + Ey) + 22. 


D'autre part — puisque E, et E, sont disjoints — 0,0,= 
= (Е, ву) (E54- €) = E, EU E eU E,e,Ue,e,Ce,Ue,, et dés lors 


(11) т(0,0,) < 2e. 

L’identite (3) et les inégalités (10) et (11) fournissent alors 
mO, + mO,<m(H,+ E4) + 4e 

et, & plus forte raison, 
mE, -тЕ,< ob, + Е,) + 4e. 


Cette derniere inégalité et Vinégalité (9) donnent le théoreme 
a démontrer. 


Théorème Sie (Théorème d'additivité complète). E,,E,,... 
étant des ensembles mesurables disjoints en nombre fini ou in- 
fini denombrable, on a 


(hie) m( Ўв) = Ўта. 


PROPRIETES DE LA MESURE DE LEBESGUE 303 


On a d’apres les théorémes 8 et 5 


N N са 
Ут mi УЕ) x m( Y Еу). 
1 1 1 


Il en resulte 


oo oo 
чу, Y T 
Nm bpm У E). 
1 


Cette inégalité et l'inégalité (6) de caractére opposé four- 
nissent notre théoreme. 

Notre prochain but est de démontrer que la différence 
Е, — Е, de deux ensembles mesurables E, et Е, tels que E,2E, 
est mesurable. Ce fait découlera de la mesurabilité de la diffe- 
rence symetrique de deux ensembles mesurables quelconques. 
Voici la définition de cette derniere notion extrémement utile. 

On définit la différence symétrique AAB= BAA de deux 
ensembles arbitraires A et B par l'une des deux formules 
équivalentes 


(12) AAB=BAA=AUB-AB=(A—AB)+(B—-AB). 


On a toujours: AAB=A—B, quand ADB; A/AB—A--B, 
Sj AB est vide. 

La différence symétrique, manifestement commutative, est 
aussi associative, ce qui s'écrit (A/NB)AC—A/N(B/AC). En 
effet, chacun de ces deux ensembles est constitué par les points 
qui appartiennent à un ou à trois des ensembles A, B, C. La 
notation abrégée A/AB/AC est done légitime. Dans le méme 
ordre d'idées, l'ensemble A,A4;:A... AA. ne sera que Plen- 
semble des points qui font partie d'un nombre impair des 
ensembles A,, et dés lors il sera invariant par rapport à toute 
permutation de ces derniers ensembles. 


Lemme. Si lensemble E est tel que pour tout є > 0 il existe 
un ensemble mesurable A de sorte que Т(ЕЛА)< e, l’ensemble Е 
sera mesurable. 


Posons d'abord, pour abréger, EAA=D; notons que 
EUD=-AUD=EUA et que par conséquent ECAUD et 
ACEUD. Choisissons O,=4-+a ауес Ma<e et 02 D avec 
тОр< ғ. Posons en outre О = 0,UOpDAUDO E. On obtient 
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O—AUaUOpCEUDUaSUOp— EOaU0p, et alors O=H+e 
avec Me<2e, par quoi le lemme se trouve démontré. 

Pour la suite, nous avons encore besoin d'un théoreme 
concernant la structure des ensembles ouverts. 


Théoréme 9. Tout ensemble ouvert О contient un ensemble 
fermé Е, somme d’intervailes fermés, tel que la mesure de Ven- 
semble ouvert О — Е est arbitrairement petite. 


oa 
Pour le voir, écrivons О sous la forme O= Y /,, les J, 


étant des intervalles ouverts (disjoints). Pour chaque k on 
peut prendre un intervalle fermé Г, compris dans J, de ma- 
nière que (Y (1,—14)) soit arbitrairement petit. Cela étant, 
admettons d'abord que mO est fini. Il en sera alors de même 


oo 
de > mIn. Des lors on pourra rendre Y mI, arbitrairement 
Мі 


petit en prenant № assez grand. L'ensemble F constitué par 
les points des intervalles Г», k=1,...,N, posséde les propriétés 
désirées. La construction devient un peu plus délieate dans 
le cas ой O0 = оо. Nous supprimons tous les intervalles P 
qui sont compris dans l'intervalle (—n, +n) sans être compris 
dans l'intervalle (—(n—1), (n—1)), sauf un nombre fini, de 
facon que la longueur totale des intervalles supprimés soit 
<En ауес У en <e. L'ensemble F, somme des intervalles I, non 
supprimés, posséde encore les propriétés désirées. 


Théorème 10. Si les ensembles E, et E, sont mesurables, 
l’ensemble ЕЛЕ, est mesurable. Si en outre m(E, Ey) est fini, 
on à m ELA Ea) = m(E,U Ea) —m(E,L,). 

er ji que E, et.E, sont des ensembles 
ouverts: E,—O0,, E,—0,. L'ensemble 0,0, étant ouvert, il 
existe, d’après le théorème 9, pour tout «>0 un ensemble 
fermé FCO,O, tel que m(0,0,—F)<e. Cela étant, posons 

= 01/40, 000U0,—0,0,, A=0,U0,—F. On en tire АДЕ= 
=4 —E-—0,0,—F. L'ensemble A étant ouvert et, dès lors, 
mesurable, de plus m(A/NE)-—m(0,0,—F) étant arbitraire- 
ment petit, E=0,Ä0, sera gie "drafts le lemme. 

Passons au cas général, ой E, et E, sont des ensembles 
mesurables arbitraires. On choisit des ensembles ouverts 
О,ОЕ,, OE, tels que (0, — Е) <e, MO,—E,)<e et on 
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pose E— E,/.E,, A=O,A0,. On en tire, grace au caractère 
associatif et commutatif de l'opérateur A, 


A AE= (O,A0)A(E, АЕ.) —O, AO AE АЕ, 
= (ОДЕ) (0,4 E) = (О, — E,)/(05 — E5)C (0; — P)O (0, Е,). 


Par conséquent m(A/\E)<2«. Ceci met en évidence que 
E= Е, ЛЕ, est mesurable, car А = 0,/N0, est mesurable en 
vertu du résultat particulier qui précéde. La derniére partie 
du théorème 10 découle, à l'aide du théorème 8, de la formule 
(12) et du fait évident que les ensembles ЕЛЕ, et Е В. sont 
disjoints. 

Des résultats qu'on vient de déduire, on obtient immé- 
diatement les corollaires suivants: 


A. Si E, et E, sont mesurables, Ё, E,, alors Е — E, est 
mesurable. Si en outre m E, est fini, on a m( E, — М) = mE, — т. 
B. Dans les conditions 1) E, et Е, sont mesurables, 2) Е E,, 
3) mE,— mE, sont finis, l'ensemble E,— E, а la mesure nulle. 


C. Dans les mêmes conditions, en ce qui concerne E, et E,, 
tout ensemble E tel que E,JHDE,, est mesurable avec 

D. Un ensemble et son ensemble complémentaire sont me- 
surables en méme temps. 

Puisque tout ensemble fermé est le complémentaire d'un 
ensemble ouvert, il résulte: 


E. Tout ensemble fermé est mesurable. 


Mesure d'ensembles limites. 


Théorème 11. Si EC E,C Ey... sont des ensembles mesurables 
et qu'on pose lim Е, = Еһ, dans ce cas lim E, est mesurable et 


m(lim Ёп) = lim mEn. 


En effet, lim E, est mesurable d’après le théorème 70". 
Si mE, est infini à partir d'un certain indice, il en sera 
de méme de m(lim Ел) = m(UE,). D'autre part, si mE, est 
fini pour tout indice, la relation découle de l'identité 
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lim az ОЕ, = E,--(E,—E,)2-(E4— Е)... et des theore- 
mes 8bis et 10. 


Théorème 12. Si E,D E,D E}... sont des ensembles mesu- 
rables et qu'on pose lim E,—][] En, lim E, est mesurable. Si mE, 
est fini à partir d'un certain indice, on a en outre 


m(lim E,) = lim mE,. 

Moyennant l'identité lim “к C edu, valable 
pour tout indice N, on conclut des théorèmes "his et 10 que 
lim En est mesurable. S'il existe un indice N tel que mEy<co, 
on tire de l'identité, grace aux théorémes 8№ et 10, que 
m(lim #,)=lim mEn. 

Le fait que l’intersection d'une infinité dénombrable d’en- 
sembles mesurables est mesurable elle aussi (seconde partie 
du théorème "bis, dont nous avons ajourné la démonstration), 
résulte immédiatement du dernier théoréme. 


On voit aussi que lim et lim d'une suite d'ensembles mesu- 


rables sont mesurables, puisque ces ensembles s’obtiennent à par- 
tir des ensembles donnés au moyen de réunions et d'inter- 
sections. 


Théorème 13. (Cas particulier du lemme de Fatou). Si 
les ensembles E, sont mesurables, on a 


m(lim E„)<lim mEn. 


On а par définition lim £,=lim (E„Enti...). Cela posé, 
on choisit une suite partielle d'indices n’ tels que mE„—lim mE, . 
Des lors, d’après le théorème 11, (ію E,) Dm m(En EE "E 
= lim m( Fy Ели...) lim mE, == Um mEn. 


Théoréme 14. Si les ensembles E, sont mesurables et s'il 
existe un ensemble mesurable G tel que та < оо et Eat OG pour 
tout n, on a 


m(lim SACH > Ни mEn. 


Nous avons par définition lim £,=lim en Ene уе, 
par hypothèse, m(E4U EntıV...)<m@<oo. Nous choisissons 
maintenant une suite partielle d’indices n’ tels que 
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mEy—>lim mEn. Dès lors, d’après le théorème 12, m(lim E,)= 
— lim m (EnO Eni U e — lim m (En LI Raul ss) > lim mE y = 
— limmE,. 

Théoréme 15. (Cas particulier du théoréme de majoration 
de Lebesgue). S? les ensembles E, sont mesurables et s’il existe 
un ensemble mesurable G, avec mG-«oc. tel que E,CG pour 
tout п, et si de plus lim E, existe, on a 

m(lim En) = lim mEn. 

En effet, on tire des théorémes qui précédent 

lim mE, < (Шт Ej) = m(lim Ej) = m(lim E,)<lim mEn. 
Par conséquent, lim mE, existe et est égal à m(lim En). 


Le théoréme de Carathéodory. On doit à Carathéodory 
le théoréme suivant: 


Théoréme 16. Si E est mesurable on a pour un ensemble A 
arbitraire 
MA=M(AE)+M(A-CE). 
Inversement, si cette relation est remplie pour tout ensemble A, 
Е est mesurable. 


Nous démontrons d'abord la seconde partie du théoréme. 
ll suffit de supposer que Pidentité est valable pour tout en- 
semble owvert A. 

Nous admettons pour commencer que E est borne. Nous 
pouvons alors trouver un ensemble ouvert ODE tel que 
mO <mE-+ e. Si nous posons A =O, nous obtenons mE + = > mO = 
= m(OE)—m(0-CE)-— mE--m(O— Е). Par suite MO—E)<e, 
et E est mesurable. Dans le cas ой Е n'est pas borné, le theo- 
réme subsiste, puisque E peut étre considéré comme l'ensemble 
limite de ses intersections avec des intervalles finis et que 
ces intersections sont mesurables par ce qui précéde. La pre- 
miere partie du théoréme ci-dessus est comprise dans le théo- 
réme suivant: 


Théorème 17. Si les E, sont des ensembles disjoints me- 
surables en nombre fini ou infini dénombrable et que A est un 
ensemble arbitraire, on a 

MD A Ep) = у MA Ey. 
20* 
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Il suffit de donner la démonstration pour un nombre fini 
d’ensembles, le passage & une infinité dénombrable étant ana- 
logue à celui effectué dans la démonstration du théorème Sie. 
Cela étant, on peut méme se restreindre au cas de deux en- 
sembles E, et E,. On prend OD(AE,+AE,) de manière que 
mO<M(AE,+AE,)+e. On prend en outre 0,2 E, et O,DE,, 
avec M(O,—E,)<e et ™(O,—E,) < е. 

Puisque Е, Е, est vide, on voit que 0,0,C(0,—E,)U (0,—E,) 
et m(0,0,)<2e. En tenant compte de OO,DAE, et OO,DAE,, 
on obtient m(AE,+ AE) + => mOz m(0OO,U 00,) = m(00,) + 
+ m(00,)+m(00,00,)>M(AE,)+M(AE,)—2e. Il en ressort 
que (АЕ, +AE,)>M(AE,)+ M(4 Ej). 

L'inégalité opposée étant évidente (cf. le théoreme 6), la 
démonstration se trouve achevée. 


Pour passer du cas linéaire au cas de plusieurs dimensions, 
on pourra s'appuyer sur exposé donné dans le livre cité de С. 
de la Vallée Poussin sur la structure et la mesure des en- 
sembles ouverts, en notant en particulier que cette mesure 
S'y trouve définie d'une maniere univoque aussi dans le cas 
général. Ce point acquis, il n'y aura presque rien à changer 
aux considérations qui précédent pour établir les résultats 
correspondants concernant la mesure de Lebesgue dans les 
espaces cartésiens ayant un nombre fini de dimensions. 


En terminant, j'ai à remercier mon jeune collaborateur, 
M. Lars Hórmander, de son dévouement et de ses pré- 
cieuses contributions. 


SUR L’INTEGRABILITE RIEMANNIENNE 
DE LA FONCTION DE CROFTON 


Par Н. FAST et A. Görz (Wrocław) 


1. Pour déterminer la position d’une droite dans le plan 
euclidien, on peut procéder comme suit: par l’origine О d’un 
systeme de coordonnées rectangulaires, on mene un axe per- 
pendiculaire a la droite donnée, dirigé vers le demi-plan supe- 
rieur (si la droite est perpendiculaire à l'axe des x, on choisit 
cet axe). La position de la droite est alors déterminée par 
deux nombres p et 9, où p désigne la coordonnée, sur l'axe 
engendré, du point d'intersection de cet axe avec la droite, 
2 — l’angle que forme cet axe avec Гахе des ж. On établit 
ainsi une correspondance biunivoque entre les droites du 
plan (zy) et les points de l'ensemble 


й= Е {—оо<р< +оо, 0x:0-mnj 
(pF) 


du plan (p). La droite | correspondant au point (9,0) sera 
désignée par [9,9]. 

On dira qu'une suite de droites 1, tend vers une droite 1 
s’il existe une suite de points Р, (Р, є ln) convergente vers un 
point de l, et si l'angle entre les droites /, et | converge vers 0. 
On entend par angle entre deux droites non orientées celui 
des angles, formés par celles-ci, qui est compris entre 0 et 7/2. 

La correspondance mentionnée ci-dessus a la suivante pro- 
priété: la convergence d'une suite de points (p4,0,) vers un 
point (p,9) implique la convergence de la suite des droites 
ln=[Pn, Bal vers la droite /—[p,90]. Réciproquement, si 24-0, 
la convergence d'une suite de droites [9„,0n] vers une droite 
[р,9] implique la convergence de la suite des points (p»,0,) 
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vers le point (9,8). Par suite, si on laisse de côté les droites 
pour lesquelles 9— 0 (droites perpendiculaires à l'axe des 2), 
la correspondance sera bicontinue. De telles droites seront 
toujours éliminées dans la suite. 

Soit donnée une droite [ро,9,]. Construisons un rectangle 
ABB’A’ (fig. 1) tel que les cótés AB et A'B' soient paralleles 
à la droite et situés de part 
et d'autre de cette droite. 
L'ensemble de points 
(9,0) tels que la droite 
4 B' [p,9] coupe les deux côtés 
АА’ et BB’ en leurs points 
intérieurs, forme un entou- 
rage du point (pg,90,) dans le plan (рд). Remarquons que si 
9 +0, on peut, par un choix convenable du rectangle АВВ’А’, 
obtenir un entourage du point (pe Dal de l'ensemble Z, aussi 
petit que l'on veut. 

On définit la mesure d'un ensemble M de droites comme 
mesure plane de Lebesgue d'un ensemble de points correspondant 
à ces droites suivant le mode établi au début. La mesure ainsi 
définie est invariante par rapport aux déplacements du plan 
(zy) sur lui-même 1), ne dépend donc pas du choix du système 
de coordonnées. 

Soit donnée une courbe К sur le plan. Déterminons dans 
l'ensemble Z, la fonction Ng(p,®) égale au nombre des points 
d'intersection de la courbe К avec la droite [p,9]. Cette fonc- 
tion est appelée indicatrice ou fonction de Crofton de К. Elle 
admet des valeurs entiéres non négatives et oo. L'indicatrice 
de K est mesurable; pour que son intégrale de Lebesgue soit 
finie, il faut et il suffit que K soit rectifiable. On a alors 


A B 


Fig. 1. 


J Nx(p,0)dpdd = 2L, 
Z 


ou L désigne la longueur de К. C’est le théorème de Crofton 2). 
Н. Steinhaus a posé la question si la fonction Nx(p,0) 
‚est intégrable au sens de Riemann quand elle est bornée (c’est- 
1) Cf. W. Blaschke, Vorlesungen über Integralgeometrie, 1 Ней, 


2 Auflage, Leipzig-Berlin, p. 6-7. 
2) Cf. W. Blaschke, loco cit., p. 11 et 46-48. 
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a-dire quand chaque droite coupe la courbe en un nombre 
borné de points!)). Dans le present travail, nous у répondons 
négativement et indiquons des conditions nécessaires et suffi- 
santes de l’intégrabilité riemannienne de cette fonction pour 
des ares simples K. 


2. Introduisons les termes et notations nécessaires pour for- 
muler les théorémes. Désignons par (a,b) l'intervalle ouvert 
a<s<b et par (a,b) l'intervalle fermé a<s<b. 

Soit К un are simple sur le plan, c'est-à-dire l'image ho- 
méoinorphe de l'intervalle (0,L> 2) 


P= (s), 


ou P est un point du plan (xy). Supposons К rectifiable et 
admettons que l'homéomorphie Ф soit établie de maniére que 
la longueur de lare Ф((81,8,)), où s,—s,, soit égale à 8,— s,. 
La mesure linéaire d'un sous-ensemble E de К est égale à la 
mesure de Lebesgue de l’ensemble Ф-КЕ). 

On dit qu'une droite l, passant par le point P=@(s,) de 
are К, appartient au paratingent?) de К en P s’il existe deux 
suites (Pj, (Pi) de points de K convergentes vers P telles 
que les droites l, joignant les points P, et P; tendent vers l, 
ou, ce qui revient au même, s'il existe deux suites (si), (sj) 
(s+ si) de valeurs du paramètre s, telles que 8—80, 81—85 et les 
droites И, joignant les points (sj) et (s), tendent vers l. 

Si Je paratingent de A en P contient plus qu'une droite, 
il contient toutes les droites appartenant à un couple d'angles 
opposés par le sommet, ce dernier étant situé au point P. 
S'il ne se compose que d'une droite, celle-ci est tangente à К; 
s’il existe en P une tangente à К, le paratingent la contient, 
mais il peut aussi contenir d'autres droites. Si К a partout 
un axe tangent, le paratingent aux points de continuité de 
l'axe tangent n'a qu'une seule droite, à savoir cet axe méme. 


1) voir П. Steinhaus, О długości krzywych empirycznych i je] pomiarze 
- zwlaszcza w geografii, Sprawozdanie Wrocławskiego Towarzystwa Nauko- 
wego 4 (1949), Dodatek 5, p. 1-6. 

2) Tous les suivants raisonnements et définitions pourront être ré- 
pétés pour les images homéomorphes du cercle. 

3) voir С. Bouligand, Introduction à la géométrie infinitésimale directe, 
Paris 1932, p. 72 et 165. 
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Les points de K, en lesquels le paratingent contient plus qu'une 
droite, seront appelés points singuliers de K. 


3. Théorème 1. Si l’ensemble des points singuliers de l'arc 
simple К est de mesure linéaire nulle, l'ensemble des points de 
discontinuité de la fonction Ng(p,O) a la mesure plane de Le- 
besgue nulle. 


Théorème 2. Si l'ensemble des points singuliers de l'arc К 
est de mesure linéaire positive, l'ensemble des points de discon- 
tinuite de la fonction №к(р,9) а la mesure plane de Lebesgue 
positive. 

De ces théorémes résulte immédiatement le suivant corol- 
laire: si la fonction .Ng(p,0) est bornee, il faut et il suffit, pour 
qu'elle soit intégrable au sens de Riemann, que l'ensemble des 
points singuliers de l'arc К ait la mesure linéaire nulle. 

Pour К ayant partout un axe tangent presque partout 
continu, en particulier, pour l’arc de la forme 


v= wt), y=y(t), 


où w(t) et y(t) ont les dérivées continues et z'(t)-- y’(t)+ 0 1), 
la fonction М№к(р,9) est intégrable au sens de Riemann. 


4. Avant d'aborder la démonstration des théorémes, intro- 
duisons encore plusieurs notions. 

On dira qu'une droite 1=[р,9] du plan est ordinaire si 
elle coupe l'are A en un nombre fini de points, chacun d'eux 
étant non singulier, en lesquels la tangente (confondue dans 
ce cas avec le paratingent) forme avec elle un angle différent 
de 0, et ne passe pas par les extrémités de l'arc. Les droites 
restantes seront appelées singulieres. 


Lemme 1. Si la droite 1 est ordinaire, on peut construire 
wn rectangle ABB'A', aux cótés AB et A'B' paralléles à 1 et 
situés de part et d'autre de 1, tel que toutes les droites, coupant 
les deux cótés AA’ et ВВ’, perpendiculaires à l, en leurs points 
intérieurs, rencontrent l'arc К en un méme nombre de points 
que la droite 1. 


Démonstration. Soient 4(s,),0(s,),...,P0(s,) les points 
d’intersection de la droite l avec l'are К. Comme 1 est ordi- 


1) Ct. W. Blaschke, loco cit., p. 11. 


FONCTION DE CROFTON oto: 


naire, les paratingents de l'are en ces points se composent 
d'une droite et forment avec l des angles plus grands qu'un 
nombre а > 0. D’après la définition du paratingent, il existe 
donc un nombre 6>0 tel que chaque arc [;=@((s;—6, s;+ ó)) 
(?=1,2,...,n) ait un point commun avec la droite l, et tel que 
les cordes, joignant les points de cet arc, forment avec l des 
angles plus grands que a/2. Ces arcs traversent la droite, car 
si l'are К, au voisinage d'un point (s) n'était situé que d'un 
côté de l, il existerait des cordes, suffisamment proches de 
D(s;), qui seraient parallèles à l, еб cette derniere appartien- 
drait au paratingent. 

En rejetant I,,1,...,I, de K, on obtient un ensemble situé 
à une distance positive de la droite L On peut done trouver 
deux droites J, et l, parallèles à І, situées de part et d'autre 
de /, et telles que la partie de K qui se trouve entre elles se 
décompose en n arcs J,,J,,...,75, ой JCI Comme К est bor- 
née, on peut l'enfermer à l'intérieur d'un rectangle dont deux 
côtés seraient perpendiculaires à l. Ces côtes découpent de la 
bande entre J, et l, un rectangle ABA'B'; en rapprochant 
[ et 1, de І, les côtés perpendiculaires restant immobiles, on 
peut atteindre que les droites, qui joignent les points inté- 
rieurs des côtés AA’ et BB’, forment avec | des angles plus 
petits que a/2. Chacune de ces droites coupe alors chaque 
are J, exactement en un point et ne rencontre plus l’arc К 
autre part. Elle a done » points d'intersection avee К, autant 
que /, с. q. f. d. 

De ce lemme résulte aussitót le suivant 


Lemme 2. Si [Po Vo] est unedroite ordinaire, (io, fal est un 
point de continuité de la fonction Ng(p,9), et, par suite, Ven- 
semble des points de discontinuite de Nxip,d) est contenu dans 
l'ensemble des points (p,O) auxquels correspondent des droites 
singulieres. 

Vu la définition, l'ensemble des droites singulieres est somme 

1° de l'ensemble des droites tangentes à Parc, 

29 de l'ensemble des droites passant par les points singu- 
liers de l'are, 

30 de l’ensemble des droites passant par les extrémités 
de l'are, 
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4° de l’ensemble des droites coupant l’arc en une infinite 
de points. 


Lemme 3. Pour tout à (0<#< т), l'ensemble des valeurs p, 
telles que lu droite [р,9] sort tangente à К, а la mesure de Le- 
besgue nulle. 

Démonstration. Par l'origine du systéme de coordon- 
nées, menons un axe u formant l'angle 9 avec laxe des v. 
Cet axe est perpendieulaire aux droites considérées, et les 
valeurs p considérées sont coordonnées, sur cet axe, des points 
d’intersection de celui-ci avec ces droites. Si une droite per- 
pendiculaire à l'axe и est tangente à l’arc au point ó(s), il 
existe, pour tout £0, un Ô—ô(e,s) tel que la projection sur 
l'axe и de larc Ö((s—n,s+n)) soit moindre que 25e pour gd 
La famille d'intervalles (8—2), $4- у) recouvre au sens de Vitali 
l'ensemble M des valeurs du paramétre s, pour lesquelles la 
tangente à l'arc au point ®(s) existe et est perpendiculaire 
à laxe и. En vertu du théorème de Vitali!), on peut donc 
choisir l'ensemble dénombrable d'intervalles disjoints (s,— э, 
81-7!) qui recouvre presque tout М. Les droites perpendicu- 
laires à u, qui traversent l'ensemble (M — 2 (8: — i, ër all 


de mesure linéaire nulle, coupe и en un ensemble de points 

de mesure nulle. Les droites passant par les points de l'en- 

semble Ф( У (8 — у, s:+71)) coupent и en un ensemble de 
i 


points contenu dans la projection de là somme des ensembles 
Ф((51—ть 81+ n)), dont la mesure ne dépasse pas У 27e < Le, 


ou L désigne la longueur de l'arc. Le nombre = étant arbi- 
traire, l'ensemble considéré est de mesure nulle. 


Lemme 4. Si l’ensemble des points singuliers de l'arc К 
est de mesure linéaire nulle, l’ensemble Ss des p, tels que la droite 
[2,9] soit singulière et coupe (are en un nombre fini de points, 
est de mesure nulle pour tout 9 (0—9-—n). 

Démonstration. Construisons, comme pour la démonstra- 
tion du lemme précédent, l'axe u et considérons l'ensemble des 
points d'intersection de w avec les droites singuliéres, perpen- 
dieulaires à и, coupant l'are en un nombre fini de points. 

1) voir par exemple S. Saks, Theory of ihe integral, Warszawa 1937, 
p. 109. 
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En vertu du lemme 3, les droites tangentes coupent l’axe u 
en un ensemble de points de mesure nulle. L’ensemble des 
points d’intersection de Рахе и avec les droites perpendicu- 
laires à lui, passant par les points singuliers de К, est de me- 
sure nulle comme étant projection verticale d'un ensemble de 
mesure linéaire nulle (d'aprés l'hypothése du lemme). Par les 
extrémités de l'arc passent au plus deux droites perpendicu- 
laires à u, coupant ce dernier en deux points au plus. Les trois 
genres de droites cités épuisent toutes les droites de la thése 
du lemme, par suite, Ss est de mesure nulle comme étant 
somme de trois ensembles de mesure nulle, c. q. f. d. 


Démonstration du théoréme 1. Comme la fonction 
N x(p,0) admet des valeurs entières et oo, l'ensemble de ses 
points de discontinuité est fermé, donc mesurable. Il est con- 
tenu dans la somme de l'ensemble S des points (p,4) pour 
lesquels la droite [p,9] est singuliére et coupe l'are en un nom- 
bre fini de points, et de l'ensemble des points (9,9) en les- 
quels Ng(p,9) —co. Comme 


f [ Nalp,9) dp do —2L 


Z 


est fini, le dernier ensemble a la mesure plane nulle. П en ré- 
sulte que la coupure de cet ensemble du plan (9,9) par la droite 
9 = const. а la mesure linéaire nulle pour presque tout 9; il 
s’ensuit du lemme 4 que les coupures de l'ensemble S par ces 
droites sont aussi de mesure linéaire nulle. Par suite, les cou- 
pures de l'ensemble des points de discontinuité de la fonction 
Nx(p,9) par les droites 9 = const. sont de mesure linéaire nulle 
pour presque tout 9, d’où il résulte, en vertu du théorème 
de Fubin, que l'ensemble a la mesure plane nulle, c. q. f. d. 


9. Afin de démontrer le théoréme 2, prouvons encore quel- 
ques Jemmes. 

On dit que l est la droite d'appui de l'arc К au point (so) 
s’il existe un intervalle (s,—Ô, $94- 6) tel que les points (s), 
pour $€(8$5—0,894- 0), soient situés d'un côté de l et aucun 
d'eux, à l'exception de Ö(s,), ne se trouve sur І. 

Si $,—5,, il existe une droite, parallèle à la corde joignant 
d (s) et Ф(в„), qui, ou bien est droite d'appui de К en un point 
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Ф(8) (8, <s-<$8,), Ou bien a avec P((s,,8,)) une infinité de points 
communs. 


Lemme 5. Si une droite l coupe lare К еп un nombre fini 
de points, et si elle est droite d’appui de K en au moins un point, 
on peut, par un deplacement parallele arbitrairement petit de l, 
ou une rotation arbitrairement petite autour d’un point de 1, 
augmenter le nombre des points d’intersection de la droite avec l'arc. 


Démonstration. Soient (s,), (s, ), ..., 0(s,,) les points d’ap- 
pui de l'are A sur la droite l. П existe done un nombre 6>0 
tel que les ares J;,— Ф((8:— 8, ert 0)) (?—1,2,...,m) soient situés 
entièrement d'un côté ou de l’autre de l. Soient I,I,...,I, 
ceux qui se trouvent d'une part de l, et Ikj,Z445,...,1, de 
l'autre. Aux points d'intersection restants O($54,,4), ...,0(s4), la 
droite n'est pas droite d'appui de l'are K; il existe done un 
nombre 50 tel que chaque are Jj=P((8m4jy—7, Sm+j+ 7))) 
(j—1,2,..,"— m) traverse la droite et a avec elle un point 
commun Ф(3т-+;). De là, par un déplacement parallele suffi- 
samment petit ou une rotation suffisamment petite de la 
droite J, le nombre des points d'intersection des ares J, avec 
la droite (ne peut que s'augmenter ou rester fixe. Si main- 
tenant les nombres des ares supportés, situés d'une part de l 
et de l'autre, ne sont pas égaux, par exemple Е > m —k, alors 
en déplacant parallèlement 1 suffisamment peu vers les arcs 
I,..,I,, on augmente le nombre des points d’intersection de 
cette droite avec ces ares de & au moins, en ne perdant que 
m—k<k points d'intersection avec 7444,...,75. Le nombre total 
des points d’intersection avec l'are ne peut que s'augmenter 
(fig. 2a). 

Si k=m—k, on effectuera une rotation de la droite autour 
d'un point d'appui extréme (au sens de l'ordre naturel sur la 
droite). Les ares I, s'appuyant aux points restants, se répar- 
tissent de part et d'autre de Г en quantités inégales et, par 
suite, en tournant la droite suffisamment peu dans la direction 
oü se trouvent le plus des arcs, on augmente, comme tout-à- 
l'heure, le nombre de points d'intersection де l avec К (fig. 2b). 


Lemme 6. Si une droite [р,,9,] (092-0) appartient au para- 
tingent de Vare К en un point ®(s,) de К, le point (pg,99) du 
plan (рд) est un point de discontinuite de la fonction Nx(p,?). 
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Demonstration. Si [Po 9o] appartient au paratingent de 
К en G(sg), il existe, pour tout couple £0 et n>0, deux 
nombres 81,8, e (So —€, Se) tels que la corde, joignant les 
points (s,) et Ф(5,) de larc forment avec la droite [9,,9,] un 


[ L 


angle plus petit que 7. Comme on l'à déjà remarqué, il existe 
alors une droite l, parallele à cette corde, qui, ou bien est 
droite d'appui de К en un point D(s’) tel que s,<s’<s,, ou 


d; 


Fig. 2b. 


bien a avec @((s,,8,)) une infinité de points communs. Dans 
les deux cas, le point (р,9), correspondant à cette droite, est 
un point de discontinuité de la fonction A (р,9). En effet, si 
la droite [9,9] est droite d'appui de Гаге et le coupe en un 
nombre fini de points, (р,9) est un point de discontinuité en 
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vertu du lemme 5; si [р,9] coupe l'arc en une infinité de points, 
c’est-à-dire Ng(p,9)—oo, (р,д) est un point de discontinuite. 

La droite [р,,2,] est done la limite d'une suite de droites 
(pa, л) telles que (P:,0,) sont des points de discontinuité de 
la fonction №к(р,9). Si 054-0, il s'ensuit que (20,00) est la li- 
mite de la suite des points de discontinuité de Nx(p,®), par 
suite, qu'il est lui-même un point de discontinuité de cette 
fonction vu que l'ensemble des points de discontinuité de 
celle-ci est fermé. 


Lemme 7. Soit S un ensemble de mesure positive de points 
de l'intervalle <0,L> et supposons qu'à tout point s є S corres- 
ponde un sous-intervalle non vide (a,,b,) de l'intervalle (0,7). 
Il existe alors un ensemble S'CS de mesure extérieure positive 
еі un intervalle non vide (a,b)C(0,v) tels que 


(a, b)C [[ (as ,b,) 
seS’ 


Démonstration. Nous démontrerons d'abord qu'il existe 
un nombre naturel n et un ensemble S'"CS de mesure exté- 
rieure positive tels qu'à tout s є S” corresponde un intervalle 
de longueur >1/n. En effet, décomposons l'ensemble S en 
une suite {S+} d'ensembles disjoints tels que 8, contienne 
tous les points se 8 pour lesquels 


al 
—— <b,— lg — T, 


E "E 


et que S, contienne tous les s pour lesquels b,—a,>1. Comme 


oo 


S = Se 


il existe un Ау tel que Sr soit de mesure extérieure positive. 
En posant S” =S et n=k,+t1, on obtient un ensemble 5” 
de mesure extérieure positive aux points duquel correspondent 
des intervalles de longueur >1/n. 

Décomposons maintenant l'intervalle <0,x> en un nom- 
bre fini m d'intervalles disjoints 7; = aj, Ву) tels que 1/1n —5;— 
—ayc1/2n, et l’ensemble S” en un méme nombre d'ensembles 
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disjoints 87 (j=1,2,...,m) tels que Sj contienne tous les points 
Ge 0. | 
2 
dant aux points de Sj; contiennent alors l'intervalle I}, car 
leur centre s’y trouve et leur longueur est au moins deux fois 
plus grande que celle de 7;. Puisque l'ensemble ©” est de me- 


$ є S" pour lesquels 


e I;. Tous les intervalles correspon- 


m 
sure extérieure positive et S''— Y S/, il existe un jọ tel que Sf 
ja 


soit de mesure extérieure positive. En posant (а,б) = (aj, 
et S'—S,, on obtient un ensemble et un intervalle satisfaisant 
aux conditions du lemme. 


Démonstration du théoréme 2. Si le paratingent de K 
en un des points de l'are contient plus d'une droite, il con- 
tient aussi, comme on Ра remarqué au n? 2, toutes les droites 
d'un couple d’angles opposes par le sommet. Les coordonnées 2 
des droites appartenant au paratingent recouvrent un inter- 
valle de longueur positive contenu dans l'intervalle <0, x). 
A chaque point singulier Ф(ѕ) de l'are К, on peut donc faire 
correspondre un intervalle ouvert non vide (ës, Delt CU, т) tel 
que, si a,<d<b, et la droite [9,9] passe par le point (s), elle 
appartient au paratingent de K en ó(s). Si maintenant l'en- 
semble des points singuliers de К est de mesure linéaire no- 
sitive, l'ensemble S des valeurs du paramétre, lui correspon- 
dant, a la mesure de Lebesgue positive, et, en vertu du lemme 7, 
il existe un sous-ensemble S’ de S de mesure exterieure po- 
sitive et un intervalle non vide (9,,9,) tels que chaque droite 
[2,9], ou de(d,,d,), qui passe par le point (s) (s e S"), appar- 
tienne au paratingent de К en Ws). Ceci est vrai aussi pour 
les droites passant par Jes points (s), où se S' (S' désigne 
la fermeture de l'ensemble S’), car le paratingent au point 
frontière P contient la limite topologique supérieure des para- 
tingents de l'are aux points tendant vers P !). 

Considérons, pour 2 є(0,,9,) fixe, l'ensemble des р tels que 
la droite [p,9] passe par un point de l'ensemble (8’), donc, 
qu'elle appartienne au paratingent de K en ce point. Cet en- 
semble est projection verticale de l'ensemble fermé Ф($') de 
mesure linéaire positive sur l'axe u formant avec l'axe des x 


1) Cf. G. Bouligand, loco cit., p. 75. 
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l'angle 9; il est donc de mesure positive pour tous les 2 à l'ex- 
ception peut-être d'un seul). Le point (p,9) correspondant 
à une telle droite est, en vertu du lemme 6, un point de dis- 
continuité de la fonction Ng(p,2). Les points de discontinuite 
de Ng(p,9) pour 9 = const. constituent un ensemble fermé Dg; 
en outre, pour tout 9€(0,,9,), à l'exception d'un seul au plus, 
cet ensemble contient un sous-ensemble de mesure positive. 
L'ensemble Ds est done de mesure positive. Ainsi, en vertu 
du théoréme de Fubini, l'ensemble des points de disconti- 
nuité de Nx(9,9) a la mesure plane positive, ce qui termine 
la démonstration. 


6. Nous construirons un exemple d’arc К pour lequel 
N g(p,0) <6, et l'ensemble des points de'discontinuité de cette 
fonction est de mesure positive (l’indicatrice n'est done pas 
intégrable au sens de Riemann). En outre, cet arc aura une 


tangente en chaque point. Choisissons à cet effet un arc PQ, 
d'une circonférence unitaire, de Jongueur — x/2, et construisons 
sur lui un ensemble C non dense, parfait, de mesure positive, 
en rejetant de son milieu 1 de l'are entier, du milieu des deux 


arcs restants +; de PQ etc. Les points de C feront partie de 
l'are K. A la place des ares rejetes effectuons la construction 
suivante (fig. 3): par les extrémités d'un arc rejeté, on mene 


des tangentes à la circonférence, et on remplace cet are par 
un autre, renflé, qui a Jes propriétés suivantes: 


1° il est compris entre l'are rejeté et les tangentes, 


2° 1] a en chaque point une tangente continue convergente 
vers la tangente à la circonférence lorsque le point de contact 
converge à l'une des extrémités de l'arc; la tangente en un 
de ses points forme avec la droite qui le joint au centre de la 
circonférence, un angle égal à 7/4, 

3° il a, avec toute droite, trois points d'intersection au 
plus, et un point seulement avec le rayon de la circonférence. 

1, C'est un corollaire immédiat d'un théorème de A. S. Besicovitch. 
On the fundamental geometrical properties of linearly measurable plane sets, 
Math. Ann. 98 (1928), р. 422-464, en particulier p. 426, et de la remarque 
que tout sous-ensemble d'un are simple est régulier (voir la deuxième 


partie du même mémoire, Math. Ann. 115 (1938), p. 296-329, en parti- 
culier р. 304). 
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L’ensemble C complete par de tels arcs forme une courbe K 
qui est un are simple en vertu de la propriete 3°, et a une tan- 
gente en chaque point; la tangente aux points de C est con- 
fondue avec la tangente a la circonférence. Le paratingent 
aux points de С contient, & part la tangente, une droite paral- 
léle à la corde PQ de Pare choisi plus haut. En effet, on dé- 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
г | 
| 
| 
| 
| 


Fig. 3. 


montre aisement que la condition 2° entraine l’existence d’un 
point, sur chaque arc complémentaire, en lequel la tangente 
est parallele a la corde PQ; mais, comme chaque point р de С 
est la limite topologique d’une suite d’arcs complémentaires, 
il est la limite d’une suite de points auxquels le paratingent 
contient une droite parallèle à PQ et, en vertu des propriétés 
mentionnees du paratingent, celui-ci au point р possede une 
telle droite. Tous les points de С sont done singuliers et l’en- 
semble des points singuliers de l'arc К est de mesure positive. 
Si nous prouvons que К est rectifiable, il en résultera, en 
vertu du théoreme 2, que l'ensemble des points de disconti- 
nuité de l'indicatrice de К est de mesure positive. L’indica- 
trice etant bornee, il résulte en effet, en vertu du théoreme 
de Crofton, que K est rectifiable. Reste a démontrer que 
Nx(p,?)<6. Si une droite ne rencontre pas l'arc de circonfé- 


rence PQ, ou y est tangente, elle ne peut couper qu’un ren- 
flement de K, donc, en vertu de la propriété 3°, n’a avec K 


que trois points communs au plus; si une droite coupe l’arc PQ 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 2] 
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en un point quelconque, la demi-droite, bornee par ce point 
et située à l’exterieure de la circonférence, ne peut couper, 
en vertu de la propriété 1°, qu’un arc complémentaire; elle 
n’a done avec К, en vertu de la propriété 3°, que trois points 
communs au plus. Comme une droite arbitraire peut couper 


Рате РО de la circonference en deux points au plus, le nombre 
des points d’intersection de cette droite avec l’arc К ne peut 
depasser 6. 


Państwowy Instytut Matematyczny 
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О ПРЕДЕЛАХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ЧАСТНЫХ 
СУММ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ 


Д. МЕНЬШОВ. 


Введение. Н. Steinhaus [1] дал пример тригонометри- 
ческого ряда 


оо 
do 


(1) о 7 i (a, eos "x + b, sim na). 


n=! 
расходящегося всюду И удовлетворяющего УСЛОВИЯМ 


(2) lim a, = 0, lim bn = 0. 
n-»oo n-»oo. 

Ещё раньше Н. Лузин [2] построил пример тригонометрического 
ряда (1), удовлетворяющего условиям (2) m расходящегося почти 
всюду 1). 

Обозначим через &,„(5) сумму п + 1 первых членов ряда (1), 
T. е. положим 

IR Ce ; NT D 

(3) Sa) = < + 2 (ar сов kr + b, sin bal — (n —1,2,8,...). 


Le 


Можно доказать, что не существует тригонометрического ряда (1), 
удовлетворяющего условиям (2) и такого, что для любой возрастаю- 
пей последовательности натуральных чисел Ng, k—1,2,3,..., функции 
Sn,(%), k—1,2,9,.., не стремятся к конечному пределу при k— oo 
в любой точке сегмента [—л,л]?). С другой стороны, можно до- 
казать, существование тригонометрического ряда (1), удовлетворяю- 
щего условию (2) и такого, что для любой возрастающей последо- 
вательности натуральных чисел Ng, k—1,2,3,.... функции Hir) 


1) С. Стечкин [3] установил, что тригонометрический ряд, по- 
строенный Н. Лузиным, расходится всюду. 
2) [4], стр. 197. 
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не стремятся к конечному пределу при K—-oo почти всюду на 
77910): 

Этот результат можно несколько усилить; а. именно, можно до- 
казать следующее утверждение: 


Теорема 1. Существует тригонометрический ряд (1), удо- 
влетворяющий условиям (2) и такой, что для любой возрастою- 
щей последовательности натуральных чисел ть, К 1,2,8, .. 
выполняются равенства 


20) 


(4) lim inf S,,(z) = — оо, lim sup (2) = + co 
koo h-o 
почти всюду на | —- л, л]. 

Теорема 1 получается, как следствие, 1з более общей теоремы, 
для формулировки которой нам понадобятся определения верхнего 
и нижнего пределов последовательности измеримых функций. 

Предположим, что функции g,(@), k —1,2,9,.., измеримы и KO- 
нечны почти всюду на некотором сегменте [a,b]. Мы скажем, что 
измеримая функция F(x)*^, определенная почти веюду на [a,b], 
есть верхний предел по мере na [a,b] последовательности функций 
y(t), К =1,2,3,.., если (2) удовлетворяет следующим условиям: 


(a?) lim ines (E[g,(2) > 9(2)] - [9(5) > F(2)]] = 0 5) 
А-у оо 


для любой измеримой функции pla), определенной почти веюду 
на [a,b |; 


(b?) lim sup mes { [и (22) > p(c)]- Nal > p(x)]} > 0 


k- 


для любой измеримой функции y(x), определенной почти всюду на 
[a,b] и такой, что mes £[F(r)>wy(x)]> 0. 

Функцию (G(x), измеримую и определенную почти веюду на 
[a,b], мы будем называть нижним пределом по мере на [a,b] 


3) [4], стр. 198. 

+) F(a) может равняться --oo или — оо на миожестве иположитель- 
ной меры. 

5) Если 9,(2) и g.(x) две какие-нибудь измеримые функции, опре- 
деленные почти всюду на (а, 2], то мы будем обозначать, как обычно, 
через Е[ф,(2) > р.(2)| множество всех точек на [a,b], для которых 


P(x) > p,(x). 
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nocnedosamenvnocmu функций g,(x), k —1,2,9,.., если G(x) удо- 
влетворяет следующим условиям: 


(a) lim mes {/[9,(5) <т(5)] - E[z(zx) <G(x)]} =0 
h-poo 


для любой измеримой функции t(x), определенной почти всюду 
на [a,b]; 


(BP) p sun mes (E[g,(v) « x(x)] : Е[@(ж) « x(z)]) > 0 


для любой измеримой функции tz), определенной почти всюду 
на [a,b] и такой, что mes L[ G(x) < x(a)]» 0 9). 

Как было доказано в работе [5], верхний и нижний пределы 
по мере определяются однозначно с точностью до множества меры 
нуль и обладают многими свойствами, аналогичными соответствую- 
щим свойствам обычных верхних и нижних пределов. 

Кроме того, справедлива следующая теорема: 


Теорема 2. Hew F(x) и G(x) являются соответственно: 
верхним и нижним пределами по мере на [a,b] последователь- 
ности функций д, (т), Е =1,2,3,..., то 


lim inf g,(x) < G(v) < F(x) < lim sup g,(x) 
koo koc 


почти всюду на сегменте [a,b] 7). 


Теорема 1 получается, как частный случай, из следующей 
теоремы: 


Теорема 3. Пусть измеримые функции G(x) и F(x) onpe- 
деленны, и удовлетворяют неравенству 


(5) G (a) < F(x) 


почти всюду на сегменте [— л, л] 3). Тогда можно определить 
тригонометрический ряд (1), удовлетворяющий условиям (2) и ma- 
хой, что, во-первых, Filz) и G(x) являются соответственно 
верхним и нижним пределами по мере на [— л, л) последова- 


6) [5], стр. 4. 
7) Теорема 2 является непосредственным следствием теорем С, Fu G 
работы [5] (стр. 14, 18 и 19). 


8) G(x) и F(x) могут равняться -- оо или — со на множествах NO- 
ложительной меры. 
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тельности его частных сумм и, во вторых, для любой возрас- 
тающей последовательности натуральных чисел Ny, к= 1, 2,3,..., 
выполняется равенство 


(6) PU Sante) < G(v) < F(x) < чи Sn) 


uoumu всюду на [—,z], где Sp(wv) определяется из равенства (3). 
Теорема 1 получается из теоремы 3, если положить в этой по- 
еледней теореме С(5)= — со, F(x)= Loo всюду на сегменте 


Feen! 


$ 1. Для доказательства теоремы 3 нам понадобятся несколько 
определений и лемм. 


Лемма А. Пусть Em, m=1,2,3,.., есть последовательность 
измеримых множеств и Pm, M=1, 2,3,.... — последовательность 
натуральных чисел, которые удовлетворяют условиям: 


І. {ля mel, 2, A zeg 
(1.1) mes Em =(b— a) 4, Pin age), 
где a, b и A ne зависят om т и À удовлетворяет неравенству 
(1.2) ОА = lk 


П. Каждое из множеств Em, m—1,2,3,.., состоит из xo- 
печного числа не пересекающихся интервалов, концы которых 


находятся среди точек 
(1.3) a + ioa (t — 0, 152,5 29m): 


m 


p т-1 
Dm 


IV. Для каждого значения m—1,2,3,.., все множества 


ПІ. Числа — целые. 


(1.4) nd («„®—9@_ 1, | See (m—1,2,8,..,2 Dm) 


Zr арп 


имеют одну и ту же меру Mm, которая, вообще говоря, зависит 
от т, но не зависит от $. 


LD 
“I 
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При этих условиях 


mes lim sup Um = b —« ?). 
m->co 


Пользуясь леммой A, мы можем доказать следующую лемму: 


Лемма B. //редполагая, что $ есть какое-нибудь натураль- 
ное число, разделим сегмент [a,b] na 2° равных частей и 0603- 
начим через Lyt, 1=0, 1,2,..., 2°, точки деления, перенумерованные 
слева на право, m. е. положим, 


— a)t 
(1.6) Hse — n + Ш Se (t = И E zen 2) 
Тогда, вводя обозначение 
211 
(1.7) Eso F > (T's,2j+e) Js 2j4-04-1) (o =0, 1; = 1, 2, 3, Së 
j=0 


будем иметь 


(1.89 mes lim sup Ё, о = b — а, lim sup Е.С (4,6) (0-=0,1) 
m-»oo m-»oa 
для любой возрастающей последовательности натуральных чисел 
SRE IS 70, +. 
Вывод леммы В из леммы A. Из равенства (1.6), сле- 
дует, что для любово натурального s: 


(1.9) Hit) = dict ma Se a а |), 
b—a 
(1.10) de — 8,0—1 = = (=1,2,3,..,2°), 
откуда на основании (1.7), 
h tana 
(1.11) oS T g = mE poseen о ОЛ E 


?) Для случая a=0, 6=2л лемма А доказана в [4] ($ 8, стр. 220-223). 
Общий случай получается из данного частного случая при помощи 
линейного преобразования. В [4] в условии П предполагается, что MHO- 
жества Hm состоят из конечного числа сегментов (a не интервалов); 
однако замена сегментов интервалами в условия ЇЇ не влияет на спра- 
ведливость леммы, так как мера множества не зависит от счетного мно- 
жества точек. 
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и, следовательно, для любой возрастающей последовательности чисел 
Sm, Т=1,2,3,.., каждая из последовательностей множеств ЕЁ, o, 
m=1,2,3,.., и Е, 1, m —1,2,9,.., удовлетворяет условию І леммы A, 
если в этой лемме положить =, m—1,2,9,., и взять Е; о 
или E, ‚1 вместо Em. Кроме Toro, на основании (1.6) и (1.7) kax- 
дое из множеств E, o и Е. 1, M= 1, 2,3,..., состоит из конечного 
числа открытых интервалов, концы которых находятся среди точек 


(b —a)t 
95m 
В таком случае каждая из последовательностей множеств Ё„ „о, 
т = 1,2, 3,.., и E, р, т = 1,2,8,..., удовлетворяет условию П 


леммы А, в которой полагаем 
(1.12) D Dim. (m =1, 2, 3....). 
Из равенств (1.12) следует, что 
ep — отт вт, 
P m 


а Так как Sm+1>Sm, m=1,2,3,.., то отношение D. 41/Pm Равно 
целому числу для любого M, Т.е. числа р, т=1, 2, 3,..., удовле- 
творяют условию ПІ леммы А. Докажем теперь, что числа р, 
т —=1,2,3,.., и каждая из последовательностей множеств К» о, 
m=1,2,3,., и Е, 1, m=1,2,3,.., удовлетворяют условию IV 
леммы А. 

Полагая 


(1.13) Е.т 81 j t (2—0, 1, 2,...,2°", m=1, 2, 3....), 


МЫ видим, "TO jm; Являются целыми числами, удовлетворяющими 
неравенствам 


(1.14) jmo = 0 < jm, X jm2 < ... < jm," = mtl (т=1,9,3,..). 
Кроме того, сопоставляя (1.6) и (1.13), получаем 


(1.15) Е eri 27 СЕНЯ: 


95m 9*m-41 — Ven mit 


(2—0, 1, 2,..., 2°"; m=1,2,3....), 
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откуда, на основании (1.9) 


mes (Е, ле e (est Тат») Ki 


im] 
" 
e mes {Еле | (Penn ати} ivi 


=2)m,t—1 


(1.16) 


1 Jo —1 


"à. Wu, 3 
— { е $ * D 
! 2 > mes (Es, so ` smpi jrs ss castor )1)) 


(o—0)1 5677. =T, 2, 3,...; 1—1,2,3, 99m. 


t=0 init 


Из равенства (1.7) и неравенетв (1.9) следует, что 
Lan 11 2/02: куну 2j+0+1) 


Ета. 0 du. ie 2jte » te tet) } = 
; —1 
Dim 1 a2 308) 


(о=0, 1; j —06, D 
aa 3.8 j (s, pti тазу} P. 
(0=0, 1; т=0, 1; /—0,1,2,..,9?m-1 1 1. m = T3 N 


откуда, на основании (1.14) n (1.16), 
İm, 1 


mes JUPE ; Le, e ek = > (а 271 = Fsmpi re} 


lm t—1 
(0=0,1; m—1,2,3,..; t=1,2,3,..., 2'm), 


а в таком случае, в силу (1.6), (1.12) и (1.15), 
А (b—a)(t—1) (b—a)t\} 
mes LM . (a id e eae a |: 
2m ont 
>| m (b —a)(t—1) (b—a)t\\ _ 
— mes t Sm+1r® . ч + gp CC (1, + —— Be | — 
b—a а р — а. Sm+-1—-8m—! b—u 
== = . Ә?т-+1 ?m тарни 
mt mo. n TE) 95m4-! : 4p, 
(o=0, 1; m —1,2,3,..; t=1, 2, 3,..., 2p „è 


Из последнего равенства следует, что числа р , m —1,2,8,.., 
и каждая из последовательностей множеств ЕЁ, о, т —=1, 2, 3,..., 
и Es 1, m=1,2,3,..., удовлетворяют условию [V леммы А, B KO- 


Sm: 
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торой мы полагаем М = (5—a)/4p,,. Раньше мы уже видели, 
что те же числа и те же последовательности множеств удовлетво- 
ряют условиям I, II, Ш леммы А. В таком случае, на основании 
этой леммы, выполняется первое соотношение (1.8) для 0—0 и o=1. 

Из равенства (1.7) и неравенств (1.9) следует, что E,.C(a,b), 
0—0,1, s=1,2,3,.., а в таком случае будет выполняться также 
второе соотношение (1.8) для o—0,1. Тем самым лемма В доказана. 


Введем теперь следующее определение. Возьмем две последова- 
тельности чисел 


(1.17) lee. 
И 
(1.18) И Ке; Kee es: 


причём будет предполагать, что каждое из чисел Ом и Vm или 
равно конечной величине, или равно - оо, или равно — оо. 

Будем говорить, что последовательности (1.17) и (1.18) явля- 
ются равностепенно сходящимися, если выполняются следующие 
условия: 

(a) Um — m стремитея к нулю, когда т возрастает, принимая 
значения, для которых оба числа U и Vm конечны; 

(b) Um и Vm стремятся к -+ оо, когда m возрастает, принимая 
значения, для которых хотя бы одно из чисел U,, или Vm равно 
T оо; 

(с) U,, и V,, стремятся к — oo, когда т возрастает, принимая 
значения, для которых хотя бы одно из чисел Um или Vm равно 
— CO NU, 

Предположим теперь, что две последовательности функций 


(а) f(x), fam cs fm Ge), ... 
H 
(b) Оо oe 


определены почти всюду на некотором сегменте [a,5]!'). Мы бу- 
дем говорить, что последовательности (а) и (b) являются рав- 
постепенно сходящимися почти всюду на [a,b], если они явля- 


10) Когда мы говорим, что Um стремится к +00 или к — 00, TO мы 
не исключаем возможности того, что для некоторых значений m Um= 
sz Loo или Um=— oo. 

п) Функции (1.19) и (1.20) могут равняться {со или — оо на MHO- 
жествах положительной меры. 
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ются равностепенно сходящимися в каждой точке сегмента [1,6] 
за исключением, быть может, множества точек меры нуль 12). 


Легко доказать следующие утверждения: 


Лемма C. Если последовательности (1.17) и (1.18) являются 
равностепенно сходящимися, mo для любой возрастающей nocne- 
довательности натуральных чисел тк, К=1,2,3,.., последова- 
тельности Um,, К=1,2,3,.., и Vg,, k—1,2,9,.., также ABNA- 
ются равностепенно сходящимися. 

Лемма D. Возьмем последовательность чисел 
{1.19) VW Seta ES 


и предположим, что, с одной стороны, две последовательности 
(1.17), (1.19) u, e другой стороны, две последовательности (1.18), 
(1.19) являются равностепенно сходящимися. В таком случае 
две последовательности (1.17) в (1.18) обладают mem же свой- 
ством. 


Лемма E. Бели последовательности (1.17) u (1.18) являются 
равностепенно сходящимися, то множества их предельных то- 
чек совпадают. 


Непосредственным следствием леммы Е является 


Лемма Е. Если последовательности (1.11) и (1.18) являются 
равностепенно сходящимися, mo 


lim inf U. = lim inf Fm, 


m-»oo m-oa 
lim sup Um = lim sup Vm. 
т->со n-»co 


Формулируем теперь JeMMy, доказанную в работе [5] и являю- 
щуюся основной при доказальстве теоремы 3. 


Лемма С. Пусть даны измеримые функции G(x), F(x) 


u fm(X), m=1,2,3,.., определённые почти всюду на сегменте 
[—7,7]33), причём 
(1.20) Gv) ss eo) (ОЧ 28590) 


почти всюду на этом сегменте. 


12) Определение последовательностей функций, равностепенно сходя- 
шихся почти всюду на некотором сегменте [a, 6], было nano B [5] (стр. 27). 

18) Эти функции могут принимать бесконечные значения на MHO- 
жествах положительной меры. 
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Тогда существует тригонометрический ряд (1), функции 
hm(£), m=1,2,3,.., непрерывные на [— л, л), и натуральные 
числа Vm, M=1,2,3,..., которые обладают следующими свойствами: 

1. Последовательности функций Zell, т= 1,2, 3,..., и hm(r), 
m=1, 2, 3,.., являются равностепенно сходящимися почти всюду 
на сегменте [— т, a]. 

2: Ут — V т-+1 (m— 1, 2, оС) 
u 


lim [Am(#) — S, (z)] = 0 
т-у co 
почти всюду на [— л, л], где Sala) определяется из равенства (3). 


3. Верхний u нижний пределы по мере на [— л, x] последо- 
вательности 


(1.21) Sa), Sola), ..., Malz. 


равны соответственно P(x) и G(x). 


4. Для любой возрастающей последовательности натураль- 
ных чисел Np, k—1,2,8,.., или верхний и нижний пределы no 
мере на [— 7,7] последовательности функций Sy, (m), k==1,2,3,.., 
равны соответственно F(x) и G(x), или можно определить ney- 
бывающую последовательность натуральных чисел p,, к= 1,2,8,..., 
таких что 


(1.22) Jim p, = оо 
n—-oo 
и последовательность функций 
hp, G0) — Sa, rr) (Jc; —d 2 
сходится mo мере x нулю na [— л, л). 
5, lim a, = 0, lim b = 0 14). 
n>oa n-»oo 


$ 2. Доказательство теоремы 3. Возьмём произвольное 
натуральное число m и разделим сегмент [— л, х] на 2” равных 
частей. Обозначим через тии, t=O, 1, 2,..., 27, точки деления, пере- 
нумерованные слева на право. Тогда 


(2.1) Im = — Л = 


2-4 (4—0, 1,2,..., 2”). 


от 
da 


м) [5], лемма 5,2 (стр. 55). B лемме 5,2 нужно взять йр, (x) — Sn, (2) 
вместо Лр, (x) — Sp, (2), как это видно из её доказательства (стр. 88). 
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Положим 
2т—1 4 
(22) H m,o — > (Em,2j+0) Tm, 2j+o+-1) (о = IE n= I, 2 Da 
j=0 


(2.3) "m G(x), если xeHmo 123 
2.4 ml = E Coi шо 
F(x), если zeHmı & 


где Ga) u (ж) являются функциями, входящими в формулировку 
теоремы 3. Тогда, на основании (2.1), функции fm(x), т=1,23,..., 
будут измеримы и определены почти всюду на сегменте [—л,л], 
причём из неравенства (5) (см. формулировку теоремы 3) и равенетв 
{2.3) следует, что 


(2.4) G(.t) < fm(#) << F(a) (m —1,2,9,...) 


почти всюду Hà этом сегменте, 

Ila неравенства (2.4) следует, что функции M(x), G(x) и f(x), 
т=1,2,3,.., удовлетворяют всем условиям леммы G, а в таком 
случае. на основании этой леммы, мы можем определить тригоно- 
метрический ряд (1) и функции h(x), т=1 2, 3,..., непрерывные 
на [— =, я], которые обладают свойствами 1, 3, 4 и 915). 

Принимая во внимание свойство D тригонометрического ряда 
(1), мы видим, что его коэффициенты удовлетворяют условию (2). 
Кроме того, в силу свойства З ряда (1), f(x) и G(x) являются 
соответственно верхним и нижним пределами по мере [—л,л] 
последовательности его частных сумм. В таком случае, чтобы 3a- 
кончить доказательство теоремы 3, нам остаётся доказать, что для 
любой возрастающей последовательности натуральных чисел Ny, 
k=1, 2, 3,... выполняется неравенство (б) почти всюду на сегменте 
[zs г]. 

| Возьмём произвольную BOSpacTAlOHIylO последовательность нату- 

ральных чисел nz, К=1, 2,3,.. Предположим сперва, что bt? 
и x) являются соответственно верхним и нижним пределами по 
мере на [— 7,7] последовательности функций Nn (8), К=1,2,8,... 
В таком случае, на основании теоремы 2, неравенство (6) выпол- 
няется почти всюду на [— л, л]. 


15) Числа rp, которые мы могли бы определить в силу леммы G, 
и свойство 2, входящее в формулировку этон леммы, нам не понадобятся. 
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Предположим теперь, что A(x) и G(x) не являются одновременно 
верхним и нижним пределами по мере на [— л, x] последователь- 
ности функций %,,(2), k—1,2,9,.. В таком случае, в силу свой- 
ства 4 ряда (1) и функций Р(х), можно определить неубывающую 
последовательность натуральных чисел р,, Е -1,2,3,..., удовлетво- 
ряющих условию (1.22) и таких, что последовательность функций 
Пр, (7) — Sa, (m, Е 1,2, 8,..., сходится по мере к нулю на [— л, л]. 

Принимая во внимание известное свойство последовательностей, 
сходящихся по мере, мы можем определить возрастающую последо- 


вательность натуральных чисел ky, r—1,2,9,., для которых BM- 
полняется равенство 
усо 


почти всюду на [— л, л], где 

(2.6) D — По, E 
При этом, в силу равенетв (1.22) и (2.6), мы можем предположить, что 
(2.7) De безне н) 


Так как Ago), m=1,2,3,.., и S,(æ), n=1, 2, 3,..., непреривны 
и, следовательно, конечны всюду Hà [— л, х] то из равенства (2.5) 
следует, что поеледовательности функций Apt (2), MA2 ЗО 
и Sn,(%), 2 =1,2,8,..., являются равностепенно сходящимися почти 
всюду на сегменте [.-л,л]. С другой стороны, в силу свойства | 
функций й„(1), поеледовательноеги функций /,„ (2), m-—1,2,9,., 
и ball, m=1,2,3,..., являются равностепенно сходящимися почти 
всюду на [-— т, т] Так как, на основании (2.7), натуральные числа 
р., v=1,2,3,.., образуют возрастающую последовательность, то, 
в силу леммы С, последовательности функций fp, (т), v=], 2, >. 
и Йр (2), v=1,2,3,..., являются равностепенно сходящимися почти , 
всюду на | л, я], а в таком случае, на основании леммы D, no- 
следовательности функций fp (2), ЗЕ. ви Sx; (1), "=1,2,3,..., 
также являются равностепенно сходящимися почти всюду на | л, л]. 
Отеюда следует, в силу леммы F, что 


lim inf fp, (x) = lim inf Sy (x) 
(2.8) май Fo 
lim sup fps(#) = lim sup К, (i) 
00 v— со % 


почти всюду на [— л, л]. 
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Так как числа ky, „=1,2,3,.., образуют возрастающую после- 
довательность, то, на основании второго равенства (2.6), будем иметь 


lim inf Sn, (2) < lim inf Sa (£), 


Ro v—00 
lim sup S5 (2) < lim sup бл, (2) 
100 k->00 


всюду на сегменте [— л, л] и, следовательно, из равенств (2.8) мы 
видим, что 


k->oo 


(2.9) 
E lim sup fy; (2) < lim sup mos ) 
»>00 


почти всюду на |— x, 7] 
Докажем теперь, что 
v—>00 усо 


почти всюду на сегменте [— л, я]. 

Из неравенств (2.3) следует, что 
(285 G(a) < lim inf fp (2) < lim sup fp (2) < ia) 

y—oo v v>0o i 

почти веюду на [— л, л]. 

Положим 
(2.12) Qo = lim sup Нь о (p—0, 1). 

v>00 


Из равенетв (2.1) и (2.2) следует, что множества Hse, о =0, 1, 
5 =1,2, 3,.., совпадают с множествами 6 леммы В, если положить 
в Этой лемме а= —л n ф=л. В таком случае, так как натураль- 
ные числа р’, ›=1, 2,8,..., образуют возрастающую последователь- 
ность, то, на основании леммы В, 


(2:13) mes (2, = 22, NNI LoT) (0040): 


Предположим, что 5 есть произвольная точка множества (A, 
Torga, в силу равенства (2.12), можно определить возрастающую 


последовательность натуральных чисел v;, !=1, 2, 3,.., для которых 
(2.14) € € H,,o (11:2, 3... 
где 


(2.15) Fi = D. (22: D 


l 
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Сопоставляя равенства (2.3) и (2.3), мы видим, что в расема- 
триваемой точке 2 выполняется равенство 


(2.16) jr(@) = G(X) (i=1,2,3,...), 


а так как числа pr, 1=1, 2, 8,..., образуют возрастающую поеледо- 
вательность, TO, на основании (2.15), 


(2.17) lim int fp; Lë, < G (4). 
v-—co 

Мы получили неравенство (2.17), предполагая, что % есть Irpou- 
звольная точка множества (2. Следовательно, в силу (2.13), иера- 
венство (2.17) выполняется почти всюду на сегменте | — x, л]. 

Предположим теперь, что X есть произвольная точка множества 
Q. Тогда, принимая во внимание (2.12), мы можем определить 
возрастающую последовательность натуральных чисел н, $=1,2,3,..., 
для которых 


(2.18) 9 e Hat umor am 
где 
(2.19) q; = I (ЕИ 201065) 


и, следовательно, в силу (2.3), будем иметь в рассматриваемой точке 2: 
(2.20) 14,00) = Rp) (i эзе 


Так как натуральные числа и, i= 1, 2,3,.., образуют возрастаю- 
цую последовательность, TO из равенств (2.19) и (2.20) получаем 


(2.21) F(æ) < lim sup [+ (2), 
v- 

а так Kak X ест произвольная Точка множества LJ, TO, на основа- 
нии (2.13), неравенство (2.21) выполняется почти всюду на сегменте 
[— x, x]. 

Il Tak, мы установили, что каждое из неравенств (2.11), (2.17) 
и (2.21) выполняется почти всюду на [— 7,7], а в таком случае 
равенства (2.10) также справедливы почти всюду на этом сегменте. 
Отсюда следует, в силу (2.9), что неравенство (6) выполняется почти 
всюду на сегменте [— л, л]. 

Мы пришли к этому результату, предполагая, что F(x) и G(x) 
не являются одновременно верхним и нижним пределами по мере 
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на [— 7,7] последовательности функций 87,(%), k=1,2,3,.. Раньше 
мы получили TO же утверждение, предполагая, что F(x) и G(x) 
являются соответственно верхним и нижним пределами по мере на 
[-л,л] последовательности функций 8,,(2), k=1,2,3,.. Следова- 
тельно, для любой возрастающей последовательности натуральных 
чисел ng, k=1,2,3,.., неравенство (6) выполняется почти всюду 
на сегменте [— л, л] Тем самым доказательство теоремы à 8a- 
кончено. 


ЛИТЕРАТУРА 


[1] Н. Steinhaus, Une série trigonometrique parlout divergente, Comp- 
tes Rendus de la Societé Scientifique de Varsovie? (1912), p. 219-229. 

[2] Н. Лузин, Ueber eine Potenzreihe, Rendiconti del Circolo Matema- 
tico di Palermo 32 (1911), crp. 386-390. 

[3] С. Стечкин, О сходящихся и растодяцихся тригонолетрических 
рядах, Успехи Математических Наук 6, вып. 2 (42) (1951), стр. 148, 149. 

[4] Д. Меньшов, О частных суллах тригонометрических рядов, 
Математический Сборник 20 (62), вып. 2 (1947) стр. 197-238. 

[5] — О сходимости по мере тригономстрических рядов, Труды Мате- 
матического Института им. В. А. Стеклова 32 (1950), стр. 3-91. 


d 
ETAT [=з AT дў ir? but "ob. 


H 


Sau AE оу TEE Zenn DA Ak p.a Zi 
тел Rear 07) mut THE 
trail SS $314 *.3 #7 \ ) бес АД uf | | 
AR | PTP ө - s, uo ua Sé 
- * 6 t e AT > 
= r ` 
BESSER ч CURT TET, ARP = 5% 


LIP EI pae, 


е4 бие о at oce 045% m “Al 
EN pesanti Aiea aH, ehe pne | 
ге а: fez. PNS À ET 
ime deht [rM OR — б тте,” 
pit scot (Ми үз dox" D Жү ne ис»: 
vi rn В w test 259 iac TA 
D Am cn ПИЯ. Вены Е Adr? "n 


nee pu vo Agere Lee 


=/= 


we e rei dë KH M M Wm 
ds T. | 


Е 2 
= "E 
SML E bb d | E 
W L — ж | и — >" 
d --— ot = Ф 
Lei | qq 
=~ Ab um ei 
pori Le | 
- | \ e D 
. | D · | 
y uU». PT 
LE! bh 
> > Sn = - - m 
kee d D І 
us - e 2 
ee MEAN і 
eo ай zm 
> = $6 Ф R 
Es, à Е 4 у 


Les publications de la Société Polonaise de Mathématique ont 
paru pour la premiere fois en 1921 sous le titre de » Rozprawy 
Polskiego Towarzystwa Matematycenego« en un volume compre- 
nant aussi bien des mémoires en langue polonaise que des mé- 
moires rédigés en d'autres langues. Depuis 1922, l'organe de la 
Société porte le titre d’Annales de la Société Polonaise de 
Mathématique; les travaux de langue polonaise paraissent dans 
un Supplément (Dodatek do Rocenika Polskiego Towarzystwa 
Matematycznego), le corps du volume étant réservé aux travaux 
rédigés en d'autres langues. 
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